UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Gracanica, 02.april 2011. godine
I razred

1. U kvadratu stranice a spojene su sredine susjednih stranica sa suprot-
nim tjemenom kvadrata. Izracunati povrsinu dobijenog trougla.

2. Sest ucenika, ozna¢imo ih s A, B,C, D, E'i F, rjesavali su neki zadatak.
Zadatak su rijesila dvojica. Na pitanje:”Ko je rijesio?”, oni su dali pet

odgovora:
1) AiC,
2) BiEFE,
3) FiA;
4) BiF;
5) DiA.

U cetiri od ovih pet odgovora jedan dio je tacan, a drugi netac¢an, dok su
u jednom odgovoru oba dijela netacna. Koji su ucenici rijesili zadatak?

3. Akojex +y+2=01a*+y*+ 22 = 1, izracunati 2* + y* + 2*.

4. Odrediti cifru desetica broja 20112°!° (u dekadskom zapisu).
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.
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1. Ujednadzbi 22—2mz+m?2+1 = 0 odrediti vrijednost realnog parametra
m tako da rjesenja jednadzbe zadovoljavaju relaciju

2. Odrediti duzinu stranice najmanjeg kvadrata koji se moze upisati u
dati kvadrat stranice duzine 10 cm.
3. Naéi sve trocifrene prirodne brojeve abc za koje vrijedi

acb + bea + bac + cab + cba = 2870.

4. Ako 175 lopti kostaju vise od 125, ali manje od 126 barbika, moze li se
za 100 KM kupiti 3 lopte i 1 barbika? (Cijene i lopte i barbike su cijeli
brojevi.)

stk stk stk sk st ok sk st ok stsfook stk sk stk sk stk sk stk stk sk sk sk stk skstok skoskok stk sk ok sk sk ok skostok ok sk ok

Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.
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1. Rijesiti jednadzbu
1 N 2
5—logxr 1+logx

2. Dokazati da ne postoji prost broj p takav da je 4p + 1 peti stepen
(potencija) nekog prirodnog broja.

3. Ako je || oznaka za najveéi cio broj koji nije veé¢i od z, koliko rjesenja
ima jednadzba 2? — |z| = 37

4. Ako se produze stranice trougla ABC' za svoje duzine (duljine), a kra-
jevi spoje, dobije se trougao povrsine sedam puta vete od povrsine
datog trougla. Dokazati.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.
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1. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednadzbe:

O w0 G)( )

2. Pravilni petougao ima stranicu duzine (duljine) a i dijagonalu duzine
b. Dokazati da je

2 2
a b
5] + ol 3.

3. Student je u toku petogodisnjeg studija polozio 31 ispit. Svake godine
je dao vise ispita nego prethodne, a na petoj godini je polozio pet puta
vise ispita nego na prvoj. Koliko je ispita student polozio na ¢etvrtoj
godini studija?.

4. Odrediti op¢i ¢lan niza zadatog na sljedeci nacin:
Qn
1+ na,

aozl, apt1 = ,77,:0,1,2,... .
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.



Rjesenja zadataka

I razred
2 a2
1. 1. na¢in: Oznacimo sa x duz E'F. Saslike vidimo da je z = Z —I— — =
2 2 2 3
a\/_h—d ARd—a\/_AR—\/a——x—:a\/_i &f
5 4 4 4 4
Prema tome, P = —x - h = —a?.
2 8
2. nac¢in (bez upotrebe Pitagorinog teorema):
1 a? 1 a?
Papar = §AE'AF= 3 Parpe = §FB'BC= 1 = PacpE-
Prema tome, imamo
a> a®> 3
Paprc = Pradrata — Papar — 2Pappe = a® — raicEe §a2-

2. Sa 11 L oznacavat ¢emo tac¢nost, odnosno netac¢nost nekog dijela od
ponudenih odgovora.

1. Prepostavimo da su u prvom odgovoru oba dijela netacna, tj. A (L)
i C'(L). Tada, prema uvjetu zadatka, imamo:

5) = D(1),3) = F(1),4) = B(1),2) = E(1),

§to je nemoguce, jer bi ispalo da su tri ucenika rijesila zadatak.

2. Pretpostavimo sada da je B (L) i E (L). Tada bi vrijedilo:

4) = F(1),3) = A(L),1) = C(1),5) = D(1),

sto je, takoder, nemoguce.



3. Pretpostavimo da je F' (L) i A(L). Tada bi vrijedilo:
4) = B(1),5)= D(1),2) = E(L),1) = C(1),

kontradikcija!
4. Ako je B(L)i F (L), tada bi bilo:

3)=A(1),2)=E(1),1) = C(1),5) = D(1),
tj. zadatak su rijesili Ai F.
5. Konac¢no, ako je D (L) i A (L), tada bi vrijedilo:
1)=0C(1),3)=F(1),4) = B(1),2) = E(71),
Sto je nemoguce prema pretpostavci zadatka.
Odgovor: Zadatak su rijesili Ai F.
. Ocigledno je

Pyttt = (Pt 22) -2 (0B 4y 2P)
1—2(2%y” + y*2° + 2%2%) . (1)

S druge strane imamo

0 = (w+y+2)7 =22+ 422 +2(xy+yz+ 21)
= 14+2(zy+yz+ 22),

odnosno 1
Ty + Yz +2zr = 5
Odavde je
1
1= (zy +yz + zx)* = 22 + 222 + 222?42 (zy*z + y2Pa + 2yz?)

= 2P+ P At 2oy (o by 4 2)

227 + 22+ 22
Zamjenom posljednje jednakosti u (1), konaéno se dobija

1 1

4 4 4
=1—-2.--=-.
r+y +=z 1 5



4. Koristimo kongruenciju po mod 100, jer ¢e nam ona dati ostatak pri
dijeljenju broja sa 100. Kako je

2011200 = (2011'))™" = (1119)™"  (mod 100),
odredimo prvo koliko je 11'° (mod 100) . Zbog 11'% = 11%2- 118, imamo
11 =121 =21 (mod 100),
118 = (112)" = 21" = 4412 = 41> = 1681 = 81 (mod 100) .
Dakle,
11 =112.118=21-81=1701 =1 (mod 100),
pa je, konacno,
2011200 = (11'9)*" = 12" = 1 (mod 100),

12010 (

$to znaci da je 0 cifra desetica broja 201 u dekadskom zapisu).



IT razred

1. (31— 1) (322 — 1) = 92129 — 3 (21 + 22) + 1 = 10. Prema Vieteovim
formulama: 1 + x5 = 2m, 122 = m? + 1, odakle slijedi

2
9(m2+1)—6m—9=0<:>m(3m—2)=0<:»<m:OVm:§).

2. Ako sa y ozna¢imo trazenu stranicu kvadrata, onda je njegova povrsina
data sa P = 32 = (10 — ) + 22 = 222 — 20z + 100. Minimum ove

b —20

funkcije dostize se za x = =T T1 = 5, paje y = v/50 = 5v/2.
a
\ X

6-x

3. Kako je acb+bca+bac+cab+cba = 2870, to je 122a+212b+221¢ = 2870,
odnosno

222 (a + b+ c) — abc = 2870.

Odavde je o
222 (a + b+ ¢) = 2870 + abe,
pa imamo
2870 + 100 < 222 (a + b+ ¢) < 2870 + 999,
odakle je
2970 Cadbic< 3869
222 — - 222

Buduéi da je a + b + ¢ prirodan broj, mora biti 14 < a+ b+ ¢ < 17.
Zbog toga imamo
222-14—238 = 2870 ali 2+ 3+ 8 # 14,
222-15—460 = 2870 ali 4+ 6+ 0 # 15,
222-16—682 = 28701648+ 2 =16,
222-17—-904 = 2870 ali 9+ 0+ 4 # 17,

te je jedino rjeSenje broj 682.



4. Neka je [ cijena jedne lopte, a b cijena jedne barbike. Prema uvjetima
zadatka imamo

125b < 1751 < 126b, 2)
100 = 31 + b. (3)
1z (2) dobijamo
5 126
=b<l < —0b. 4
ST 5 @)
Kombinirajuéi (3) i (4), dobijamo:
) 22 350
) 100 — o _ 22 350 .
i) 100 =31 +b>3 7b—|—b 7b:>b< 11,to‘]est
b < 30. (5)
126 553 17500
5) 100 =31+ b c—b+b=—b=b>——, to jest
ii) 100 =31 +b < 3 175 + [7E0 = 0> o, to jes
b > 32. (6)

Uvijeti (5) i (6) bi morali biti istovremeno zadovoljeni, §to je nemoguce.
Dakle, za 100 K M ne mogu se kupiti 3 lopte i 1 barbika.



IIT razred

1. Definiciono podrucje date jednadzbe je
(x>0 A x#10° A 2 #1071,

1 . 2
5—logz 1+logx

=14 1+logz+2(5—logx) = (5—log z)(1+log x)

& log®x — 5logz + 6 = 0. Smjenom log x = ¢ dobija se
2 =5t+6=0<t=2Vt=3= (logr =2V logz = 3)
Odgovor: = = 100 V x = 1000.

1. Treba pokazati da ne postoji prost broj p takav da je 4p+1 = n’,n € N.
Kako je 4p=n°—1= (n—1) (n* + n® + n® + n + 1), imamo:
1) Zan—1=1, tj. n=2 je 4p = 31, odakle slijedi da p nije cio broj.
2) Zan—1=2tj. n =3 je 4p = 242, odakle slijedi da p nije cio broj.
3)Zan—1=4,tj. n=>5jep="781=11-71,tj. p nije prost broj.

4) Za n — 1 = p dobijamo da je n* + n® + n* + n + 1 = 4, a takav
prirodni broj n ne postoji.

5) Za n — 1 = 2p dobijamo da je n* + n® +n? +n+1 = 2, a takav
prirodni broj n ne postoji.

6) Za n — 1 = 4p dobijamo da je n* + n3 +n? +n+1 = 1, a takav
prirodni broj n ne postoji.

3. Koristeci dobro poznate nejednakosti
r—1<|z] <u,
iz jednadzbe |z| = 2% — 3, dobijamo
r—1<z2-3< x,
odnosno sistem od dvije kvadratne nejednadzbe

?—z—-2 > 0,

?—r—3 < 0.

Rjesenje ovog sistema je [%ﬁ, —1>U<2, 1+;/ﬁ]. Akojex € [%ﬁ, —1>7

tada je |z] = —2, pa iz jednadzbe |z] = 2? — 3 dobijamo —2 = 2% — 3,

10



tj. 1 = —1, axo = 1. Medutim, —1,1 ¢ [%ﬁ, —1>, pa nisu rjesenja
date jednadzbe.

Ako je x € <2, %ﬁ], tada je |z] = 2, pa iz jednadzbe |z| = 2% — 3

dobijamo 2 = 22—3, tj. 1 = —V/5, a 3 = v/5. Promatranom intervalu
pripada samo = = /5 i to je jedino rjesenje date jednadzbe.

Odgovor: Data jednadzba ima tatno jedno rjesenje.

. Kako je

1 1 1
Paape = §AB -ACSsina = §AB - BC'sin § = §AC - BC'sin#y,

AC = CC'",BC = BB/, AA' = AB,

to je

Pasracr = %AA' - AC"s¢in (180° — a0) = %AB -2AC sin @ = 2Paagc,
Paypp = %A’B - BB'sin (180° — 3) = % -2AB - BC'sin 8 = 2PaaBc,
Papccr = %B'C’ -C(C"sin (180° — ) = % -2BC - AC'siny = 2Paapc.

Zbog toga je

Paaprier = Paape + Paaracr + Paasp + Papccr = TPaapc-

11



IV razred

1 n!  10(n—-1)! nmn-1)!  10(n—1)
Sy Ry (-4 (n—3)(n—4)
<:%=nT3@nm—$=1m$M4m40=m@m=—2Vnzm

R :n =25, jer je n prirodan broj.

b)(n):2www)@nm—nm—m:5mthm

3 2 3! 2

s-=len=6
6
2. Neka je ABC DFE pravilni petougao i neka trougao ABC rotira oko vrha
C tako da se B poklopi sa D, a A sa F. Onda je <ADF ispruzeni ugao,
a trouglovi CAF i DFC su sli¢ni (1) (<CAF = <DFC, jer je ACAF
jednakokraki - prema konstrukciji nakon rotacije; <AFC = <FCD, jer
je <FCD = <DFC, ajer je ADFC jednakokraki). Na osnovu toga je

a

=1
b

- -+l=-%
b a bJr a

a—i—b_b a b 9
N a

Kvadrirajuci obje strane posljednje jednakosti, dobijamo

b2 a?
2 E Th

odakle neposredno slijedi trazena jednakost.
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vrijedi h=b

3. Neka x;, oznacava broj ispita koje je student polozio na k-toj godini
studija (k = 1,2,3,4,5). Prema uvjetu zadatka vrijedi

T < To < T3 <Xy <Xy, T5 =0T
31 = 6331 + o + X3 + 24. (7)
Iz (7) slijedi
31
3l >6x1+x14+21+21 =921 =21 < §:>$1 < 3.
1) 1y = 3, pa je x5 = 15. Iz (7) dobijemo
13
13=20+ 23+ 24> 319 = 29 < §:>£C2§4
No, kako je xo > x1 = 3, slijedi da je x5 = 4. Sada je
9
9:a:3+x4>23:3:>$3<§:>9c3§4,

§to je nemoguce, jer je x3 > xo = 4.
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2) x1 = 2, pa je x5 = 10. Iz (7) dobijemo
19
19:x2+x3+x4>3x2:>x2<§:>3§x2§6.

a) v = 3, paje 16 = z3 + x4 = 7+ 9, kao jedina moguénost, jer
je x4 < x5 = 10. Dakle,

(21, 2, T3, 74, 75) = (2,3,7,9,10) . (8)

b) xo=4,pajelsb=a3+x4=7T+8ilijels =a3+24=6+09,
pa imamo dvije moguénosti

(2,4,7,8,10) ili (2,4,6,9,10). (9)

c) zo = 5, paje 14 = z3 4+ x4 = 6 + 8, kao jedina moguénost.
Dakle,
(2,5,6,8,10). (10)

d) 3 = 6, pa je 13 = x5 + x4 i ovaj slucaj nije mogu¢.
3) r1 =1, pa je x5 = 5. Tada bi bilo 25 = 2,23 = 3,14 = 4, kao jedina
moguénost, ali tada nije zadovoljen uvjet (7).

Prema tome, iz (8), (9) i (10) slijedi da je student na ¢etvrtoj godini
studija polozio 8 ili 9 ispita.

. Ocito iz
G 1 B 1
T Y na,  Lfna, LI
y, Qn,
slijedi
1 1
= — —|— ’]’L’
Ap41 Qp,

$to nam sugerira da uvedemo smjenu b,, = 1/a,,. Tadaje by = 1,b,,1 =
b, + n, pa je

by = bpa+(n—1)=0b2+n—2)+n—1)=b, 2+ n—-2)+(n—1)

wo=bp+1+2+...4(n—-2)+(n—-1)
(m—1n n*—n+2

p— 1 f—
+ 2 2 ’
te j 2 0,12
ejea,=—————mn=0,1,2....
] n2—n-+2
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