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1. Rijesiti jednadZbu x(x + 1) = y(y + 4) u skupu prirodnih brojeva.
Rjesenje:
I nacin:
Nakon mnozZenja zadane jednadzbe sa 4 dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
4x% +4x =4y’ + 16y &
4x> +4x+16 =4y*> + 16y + 16 &
2x+1)?2+15=2y+4)? ©
Qy+4)?-2x+1)?%?=15 &
2y —2x +3)(2y + 2x + 5) = 15.

Iz gornje jednadibe slijedi daje 1 < 2y — 2x + 3, a kako vrijedi 2y + 2x + 5 = 9 to imamo
samo jedan slucaj:

2y —2x+3=1 A 2y+2x+5=15.

Zbrajanjem i oduzimanjem prve jednadzbe od druge dobivamo 4x + 2 = 14,4y + 8 = 16.
Dakle, dana jednazba ima to¢no jedno rjesenje (x,y) = (3,2).

Il nadin:

Ako bi vrijedilo x <y, onda bi imali y(y+4) =x(x+1) <y(y+ 1), sto je oligledno
nemogucde. Dakle, mora vrijediti x > y. Na slian nacin dobivamox +1 <y +4,tf x <y +
3. Dakle, imamo samo dvije mogucnosti, x =y +1 i x =y + 2. Direktnom provjerom
zaklju¢ujemo da dana jednadzba ima tocno jedno rjesenje (x,y) = (3,2).

Il nacin:
Primijetimo da vrijedi
xx+D)=yy+dH)ex’+x+4=y’+4y+4 x> +x+4=(y+2)>%

Dakle, broj x? + x + 4 je kvadrat prirodnog broja, a kako vrijedi x? + x + 4 > x?, to je
x?2+x+4>(x+ 1)% No,

X2 +x+4>(x+1)?2 ox?+x+4>x2+2x+1 & x<3.

Dakle, x € {1,2,3}. Direktnom provjerom zaklju¢ujemo da je (x,y) = (3,2) jedino rjesenje
zadane jednadzbe.
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2. Naci sve trojke prirodnih brojeva a, b, ¢ za koje vrijedi:

1)a=b =

2)(1+3)(1+5)(1+3) =2

RjeSenje: Iz uvjetaa = b = ¢, dobivamo daje 1 + % <1 +% <1 +%, paje

2 = (1 + %) (1 + %) (1 + %) < (1 + %)3, odakle jec <4 , odnosno c € {1,2,3}. Zac=1
ocigledno nemamo rjeSenja. Za ¢ = 2 dobivamo (1 +%) (1 +%) =§ . Kako je §=
(1 + %) (1 + %) < (1 + %)2, odakle je b <6, a zbog b=c, imamo b € {2,3,4,5,6}.
Uvrstavanjem b = 2,3,...,6 u (1 + i) (1 + %) = g, dobivamo rjeSenja: a = 15,b = 4; a =

9,hb=5 a=7b=6.2ac=23 dobivamo (1+§)(1+%)=§. Kakoje§=(1+§)(1+

2
%) < (1 + %) ,odakle je b < 4,azbog b = c,imamo b € {3,4}. UvrStavanjem b = 3,b = 4

1 1 3 . . e
u (1 + Z) (1 + ;) =3 dobivamo jo$ dva rjeSenja a =8,b = 3;a = 5,b = 4. Dakle, sve

trojke prirodnih brojeva koje zadovoljavaju uvjete zadatka su:

(a,b,c) € {(154,2),(9,5,2),(7,6,2),(8,3,3),(5,4,3)}.
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3. Neka je AD visina trokuta ABC, te neka su M, N, P sredi$ta duzina AB, AD, BC, redom.
Dalje, neka je K noZiste normale iz to¢ke D na AC, te neka je T to¢ka na produietku KD
(preko tocke D) takva da je |[DT| = |MN| + |DK]|. Ako je |[MP| = 2 - |KN|, dokazati da je
|AT| = |[MC|.

Rjesenje:

T

Kako je N poloviste hipotenuze pravokutnog trokuta DK A, to je N i srediSte opisane kruznice

tog trokuta, tj. IND| = |NK| = |[NA|, pa dobivamo 2 - |[NK| = |AD|, tj. [MP| = |AD|. S druge

strane, posto je MP srednjica trokuta ABC, to je |MP| = lAZ—C|, pa dobivamo |AD| = lAZ—C|.

Dakle, u pravokutnom trokutu DCA kateta AD je duplo manja od hipotenuze AC, pa
zakljuéujemo da je ABCA = 30°. Odavde dobivamo da je DK kateta pravokutnog trokuta
DCK nasuprot kuta od 30°, pa vrijedi [DK| = |DC/2|. Dakle, MN je sredinjica trokuta BDA,

pa vrijedi |MN| =221 sada dobivamo |DT| = [MN| + |DK| =22 + 29 = |Bc|/2 = |cP|.
Kako je MP||AC, to je AMPC = 180° — 4BCA = 150°, a ocigledno vrijedi 4ADT = 90° +
ATDB =90° + 4CDK = 90° 4+ 90° — 4BCA = 150°. Dakle, u trokutovima ADT i MPC
vrijedi AD = MP,4ADT = AMPC i TD = PC, pa na osnovu stava SKS zaklju¢ujemo da su

trouglovi ADT i MPC podudarni. Odavde dobivamo |AT| = |[MC]|, $to je i trebalo dokazati.
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4. Neka je n prirodan broj i neka su a4, a,, ..., a,, prirodni brojevi iz skupa {1,2,.., n}, pri
¢emu se svaki od ovih brojeva pojavljuje to¢no jednom. Da li je moguce da brojevi a;, a; +
a a, +a,+as, .., aq +a, + -+ a, svi daju razlicite ostatke pri dijeljenju sa n, ako je:

a) n=7;
b) n=8?
Rjesenje:

a) Pretpostavimo da je moguée tako rasporediti brojeve. Najprije dokaZimo da broj 7
mora biti na prvom mjestu. Pretpostavimo suprotno, da nije na prvom mjestu, nego
da je a =7, pri ¢emu je k > 1. Medutim, tada brojevi a; + a, + -+ ax_1 i a; +
a, +--+ag_1+a,=ay+a,+--+a_,+ 7 daju isti ostatak pri dijeljenju sa 7.
Dakle, a; = 7.S druge strane, a; + a, + - +a;, =1+ 2 + ---+ 7 = 28, Sto daje isti
ostatak kao i a; pri dijeljenju sa 7 (oba su djeljiva sa 7, tj. daju ostatak 0). Dakle,
nemoguce je rasporediti brojeve na trazeni nacin.

b) Rezonujuci kao pod a), dobijamo da 8 mora biti na prvom mjestu. U ovom slucaju,
brojeve je mogude rasporediti na trazeni nacin, Sto pokazuje naredni primjer:
8,1,6,3,4,5,2,7.





