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Vitez, 30.05.2009. godine

1. Duljine stranica trokuta ABC su prirodni brojevi, a najmanja stranica duga je 2cm.
Kolika je povrsina trokuta P ako je v, =v, +Vv,, pri ¢emu su v,,v,,V, duljine visina
redom na stranice a, b, c?

2. Nekasu a, b, ¢, d pozitivni brojevi takvi da je a+b+c+d =8. Dokazati da je

3. Neka je p prost broj, p =3 i neka su a i b cijeli brojevi takvida p|a+b i p®|a®+Db°.
Pokazati da p®|a+b ili p®|a®+Db°.

4. Na kruznici je napisano 2009 prirodnih brojeva ¢ija je suma 7036. Pokazati da je
moguce naci dva para susjednih brojeva takvih da je suma oba para vec¢a ili jednaka 8.

Vrijeme za izradu je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.

Takmicarska komisija Vam Zeli puno uspjeha u izradi zadataka!
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1.

2.

RJESENJA ZADATAKA

Iz jednakosti v, =v, +v, slijedi da je v, najveca visina, pa je stranica ¢ najkraca, tj.

c=2cm. Iz jednakosti P = -V,

. :Z'—P. Analogno se dobije v, :ZTP i
a

VC:Z-_P’ Sto uvrsteno u danu jednakost daje 1:1+1, tj. 1 l ! Odatle
C c a b 2 a b

dobijamo (a—2)b—2)=4. Budu¢i da su a i b prirodni brojevi, dobijamo ove
moguénosti: a—2=1Ab—-2=4, 0dnosno a—-2=4Ab-2=11ia-2=2Ab-2=2.U
prve dvije mogué¢nosti dobivamo da su duljine stranica 2 cm, 3 cm i 6 cm, $to ne ¢ini
trokut. Dakle, jedino rjeSenje je a=4Ab =4, tj. rije¢ je o jednakokracnom trokutu sa
stranicama duljine 2 cm, 4 cm i 4 cm. Duljinu visine na stranicu ¢ =2cm racunamo

koristei Pitagorin poucak: v, =+/(4cm)’ —(icm)? =+/15cm. Povrsina trokuta ABC

_\/_cm

jednaka je P =

Prvo rjesenje:

, pa primjenjujuci ovu

Kako za x, y > 0 vaZi (x+y) >4xy slijedi da je NN
Xy X+
nejednakost, dobijemo da je

11 416 4 4 16 16 16 64
ot > ——+—+—2 +—

a b c d a+b ¢ d a+b+c d a+b+c+d

Drugo rjeSenje:

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine je:

t 1,46 1111, 1,1, 1.1 64 _g
abcdabccdddd cocdddd
2 2 4 4 4 4 2°2 4 4 4 4

3. Pretpostavimo da p® | a+b. Tada je dovoljno dokazati da p®|a®+b®. Primjetimo da

je p?|(a+b)’ —3ab(a+b), odakle imamo da p?|3ab. Kako je p prost broj razli¢it od
3, to mora vrijediti p|a ili p|b. Kako p dijeli njihov zbir, to p mora dijeliti oba,
odakle slijedi p®|a® i p®|b®, aotuda i tvrdnja zadatka.

Suma 2009 parova susjednih brojeva jednaka je 2-7036 =14072. Pretpostavimo da
najvise jedan par brojeva ima sumu vecu ili jednaku 8. To znaci da barem 2008 parova
imaju sumu ¢lanova najvise 7, Sto u zbiru daje najviSe 7-2008 =14056. Otuda slijedi
da postoji par ¢ija je suma barem 14072 -14056 =16, odnosno ¢iji je bar jedan ¢lan
vecdi ili jednak 8. Taj broj, sa svoja dva susjedna broja formira dva para cija je suma

veca ili jednaka 8, Sto predstavlja kontradikciju sa pocetnom pretpostavkom.
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Rezultati

Pozicija | Sifra |Ime i prezime 1 2 3 4 Ukupno
1 42 [Harun Hindija 10 10 10 6 36
2 18 [Dejan Gvozdenac 7 1 10 5 23
2 10 [Faruk Mustafi¢ 7 0 10 6 23
4 25 |Aleksandar Novakovi¢ 10 0 10 0 20
4 29 |Dajana Cviji¢ 3 10 0 7 20
6 32 |Hadzem Hadzi¢ 10 1 2 6 19
7 5 |Abdulah JaSarevi¢ 10 0 3 2 15
7 17 [Marko Rajkovi¢ 10 2 3 0 15
9 20 |lvona JuroSevic 10 0 4 0 14
10 3 |lrma HadZzi¢ 4 0 8 0 12
11 28 |Milica MaleSevi¢ 3 0 0 8 11
11 23 |Slavko Ivanovi¢ 9 0 1 1 11
13 30 |Stipe Jurlevic¢ 10 0 0 0 10
14 24 |Aleksandra Stevanovi¢ 7 1 0 1 9
15 8 |Ema Huiji¢ 2 0 6 0 8
16 13 [Lejla Custo 2 0 5 0 7
17 6 |Fadil Zili¢ 3 0 0 3 6
17 16 [MiloS Tomi¢ 4 1 0 1 6
17 21 |Slavica Mati¢ 3 0 0 3 6
20 26 |Nemanja Luki¢ 5 0 0 0 5
20 11 [Rijad Muminovi¢ 5 0 0 0 5
22 9 [Dino Dizdarevi¢ 4 0 0 0 4
23 38 |Aida Bjelopoljak 3 0 0 0 3
23 1 |Puma Ugarak 3 0 0 0 3
25 14 |Adelisa Muratovié¢ 2 0 0 0 2
25 12 |Amra Foco 2 0 0 0 2
25 37 |Andela Mandi¢ 2 0 0 0 2
25 22 |Dragan Babi¢ 2 0 0 0 2
25 33 |lvan Bartulovi¢ 2 0 0 0 2
25 31 |Josip Jazvi¢ 2 0 0 0 2
25 15 [NudZeim Selimovi¢ 2 0 0 0 2
25 41 |Semir Omerovi¢ 2 0 0 0 2
25 40 |Tea Jozi¢ 2 0 0 0 2
25 19 |Vedran lvi¢ 2 0 0 0 2
25 35 |zZdravka Pokraj€i¢ 2 0 0 0 2
36 7 |Ahmed AdZzemovi¢ 1 0 0 0 1
36 4 |Ali Damardzi¢ 1 0 0 0 1
36 27 |Anja Svraka 1 0 0 0 1
36 2 |Elmedin JaSié¢ 1 0 0 0 1
36 39 [lva Domljan 1 0 0 0 1
36 36 |lvan Rai¢ 1 0 0 0 1
36 34 |Nikola Balta 1 0 0 0 1
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