8. JUNIORSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
BOSNE I HERCEGOVINE
Pale, 29.05.2010. god.

1. Dokazati da je broj 22908 . 22010 4 52012 lo70n,

2. Posmatrajmo sve polinome treceg stepena P(x) sa koeficijentima iz skupa Ny koji zado-
voljavaju uslov P(1) = 20. Medu njima odrediti polinom za kojeg se dostize:
a) minimalna vrijednost izraza P(4),
b) maksimalna vrijednost izraza P(3)/P(2).

3. Tatke M i N su date na stranama AD i BC romba ABCD redom. Prava MC sijece duz
BD u T, prava MN duz BD u U, prava CU sijete stranu AB u @, a prava QT sijece
stranu CD u P. Dokazati da trouglovi QCP i MCN imaju jednake povrsine.

4. Na kruznici su u smijeru kretanja kazaljke na satu napisani svi prirodni brojevi od 1 do
2010. Precrtajmo najprije broj 1, zatim broj 10, pa 19, i tako redom svaki deveti broj u
istom smijeru. Koji ée broj prvi biti precrtan dva puta? Koliko je brojeva u tom trenutku
jos neprecrtano?

Vrijeme za izradu zadataka: 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.



8. JUNIORSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA
BOSNE I HERCEGOVINE
Pale, 29.05.2010. god.

1. Dokazati da je broj 22098 . 22010 4 52012 g]g7en,
Rjesenge:

92008 , 92010 | 52012
— (22009)2 4 9. 92009 51006 4 (51006)2 _ 9 92009 . 51006
— (22009 | 51006)2 _ (91005 , 55032
— (22009 | 51006 4 91005 . 5503)(92009 | 51006 _ 91005 , 5503)

Jasno je da je 22009 4 51006 4 91005 . 5503 1 Lako se pokaze da je

92009 4 51006 _ 91005 . 5503 = 9(p045).

2. Posmatrajmo sve polinome treéeg stepena P(z) sa koeficijentima iz skupa Ny koji zado-
voljavaju uslov P(1) = 20. Medu njima odrediti polinom za kojeg se dostize:
a) minimalna vrijednost izraza P(4),
b) maksimalna vrijednost izraza P(3)/P(2).

Rjesenge:

Oznaéimo taj polinom P(x) = ax® + bx? + cx + d,a # 0. Iz P(1) = 20 dobijamo relaciju
a+b+c+d=20.

Sada, P(4) = 64a+ 16b+4c+d = (a+ b+ ¢+ d) + 63a + 15b + 3¢ = 20 + 63a + 15b + 3c.
Kako je a barem 1, jasno je da se minimum dostize kad je a = 1,0 =0,c =0,d =19 i ta
minimalna vrijednost je P(4) = 83 i dostizZe se za polinom P(z) = 23 + 19.

Na slican nac¢in dobijamo P(3) = 27a + 90 + 3¢ + d te P(2) = 8a + 4b + 2¢ + d. Stavimo

s 27a49b4-3c+d s i
da je S serd < L odakle transformacijom dobijamo

(27 —8L)a+ (9 — 4L)b + (3 — 2L)c + (1 — L)d < 0(x).

Iz nenegativnosti koeficijenata a, b, ¢, d jasno je da ée za L > 27/8, L > 9/4,L > 3/2, L > 1,
odnosno L > 27/8 uvijek biti ispunjen uslov(x).

Pokazimo da je L = 27/8 maksimalna vrijednost trazenog izraza. Posmatrajmo polinom
P(x) = 20x3. Za njega je vrijednost P(3)/P(2) = 27/8.



3. Tacke M i N su date na stranama AD i BC romba ABCD redom. Prava MC sije¢e duz
BD u T, prava MN duz BD u U, prava CU sijeCe stranu AB u Q, a prava QT sijece
stranu CD u P. Dokazati da trouglovi QCP i MCN imaju jednake povrsine.

Rjesenje:

Udaljenosti tacke M od prave BC i tacke @ od prave DC su jednake, jer je ABCD
romb. Stoga je dovoljno pokazati da je CP = C'N, odnosno DP = BN.
BU _ QU NU

Koristec¢i Talesovu teoremu imamo da vrijedi 75 = F& = {7, Sto daje NQ || MC' i
analogno M P || CQ.

Sada su trouglovi M DP i BQC sli¢ni (tri jednaka ugla), pa vrijedi

DpP MD DT

BQ BC BT
Na slican nacin se dobija da je i % = [B)—g, a otuda slijedi % = % odnosno DP = BN,
Sto daje trazenu tvrdnju.

4. Na kruznici su u smijeru kretanja kazaljke na satu napisani svi prirodni brojevi od 1 do
2010. Precrtajmo najprije broj 1, zatim broj 10, pa 19, i tako redom svaki deveti broj u
istom smijeru. Koji ¢e broj prvi biti precrtan dva puta? Koliko je brojeva u tom trenutku
jos neprecrtano?

Rjesenge:

Kako je 2010 = 9 - 223 + 3 to ¢e u prvom obilasku biti precrtani brojevi
1=0-9+1,10=1-941,..., 2008 = 223 - 9+ 1.

U sljedec¢em obilazenju ¢e biti precrtani brojevi

7=0-947,16=1-9+7,..., 2005 =222-94 7.

U trecem obilazenju ¢e biti precrtani

4=0-944,13=1-9+4,...,2002 =222-9+ 4.

U cetvrtom obilazenju ¢emo prvo morati precrtati broj 1 i to ¢e biti prvi ponovo precrtani
broj.

Ukupno smo precrtali 224 + 223 + 223 = 670 brojeva. Prema tome, neprecrtanih brojeva
je ostalo 2010 — 670 = 1340.



8. JUNIORSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA BOSNE | HERCEGOVINE

Pale, 29.05.2010. god.

REZULTATI
P.6p. | Wndpa Mwme v npesumve Lkona Mjecto 112(3]| 4 | ykynHo
1 1 VBoHa Jypowesuh OLL "BpaHko Paguyesmh” BparyHau, 10|12|2| 10| 24
2 40 |A6pynax Jawapesuh |OL "TpaBHuK" TpaBHMK 10(2(2| 10| 24
3 16 [Xapuc bpkuh Ol "Nykasay Mjecto" JlykaBay, 7162 8] 23
4 18 [Mapko ManaHreTuh CLY "Munopag Bnaunh" Bnacenuua 10(1(2| 10| 23
5 27 |Awa LLBpaka OLL "Anekca LWaHTuh" Barba Jlyka 10{2(1) 10| 23
6 38 |MunaH KyamaHoBuh Ol "BpaHko honuh" Batba yka 10{1(0j 10| 21
7 19 |®agun XXunuh OLL "Kpeka" Tyana 8 (4|0 8 20
8 39 |Munuua Maneweswh |OLU "BpaHko Fhonuh" Batrba yka 914(3| 3] 19
9 28  |Pujag MymuHoBuh Ol "Yenruh Buna" CapajeBo 1(6/0[10f 17
10 11  (OwHa Capajnuh ol "M.hasum hatuh" CapajeBo 8|7(0l 0] 15
11 15 |Xayem Xauuh "CapajeBo konel" CapajeBo 0(2|2|10] 14
12 29 |llenana Mywyyn Ol "M.M. baweckuja" Bucoko 512(0| 6] 13
13 23 |Punun Boxuh Ol "CseTtu Casa" BujerbuHa 00210 12
14 31 |Namuja KyjaH ol "M.M. Baweckuja" CapajeBo 0|0]|2|[10f 12
15 43  |Ena Xawwumberosuh OU "Mewa Cenumosuh" 3eHnua 0|4(0|] 8 12
16 6 Mpma Xayvh Iow CpebpeHuk 0|0|1f{10f 11
17 9 hophe Jojuh Ol "BecenuH Macnewwa" ®dova 1]0(0[10] 11
18 24 |ApHaH KynuHuh Ol "Krbyy" Krbyy 211({0f 8] 11
19 26 |Oemup Manuh IXouw CapajeBo 0|1|0{10f 11
20 36 |3ppaska Mokpajunh Ol "MsaHa bpnunh MaxypaHuh" TbybyLukn 0|0|1f{10f 11
21 14  [Hukuua MNepuh OL "MpBa ocHoBHa Lwkona" Lvpokn Bpujer | 0 |0 0| 10| 10
22 25  |Munow Tomuh Ol "Metap Kounh" Hoea Tomona | 0 |1|1| 8| 10
23 8 Aaunc Ynamuh Irow CpebpeHuk o|0|1f 8 9
24 32 |BempaH VMBuh Ol "Bnagumup Hasop" Ouyak o|0|0of 8 8
25 21 |ApHaH Kpexo Ol "bexayanH Cenmanosuh" CapajeBo 0|1|0 6 7
26 34 |HepmaHa Yenebuh Ol "M.M. baweckuja" Bucoko o|o0jof 7 7
27 7 Axmven Maxwvyn MehyHapogHa OLL Tyana 0|0|0f 6 6
28 22 |Pocana Maepwuh Ol "Baca Menaruh” Menarvheso 0|0|0Of 6 6
29 30 |Metap Camapuuh OLW "Pwucto MNpopokokosuh" Hesecuie 002 2 4
30 4 Mwunena Wunosay Ol "JosaH Odyumh" Wctouna Vinuya | 0 |1[1] 1 3
31 13  |Hukona Cy6oTuh Ol "CseTn CaBa" Ho6oj 0|2|0f 1 3
32 20 |Axwmep Opyu Ol "M.M. Baweckuja" CapajeBo 0|0|0of 3 3
33 5 Ana PajkoBuh ol "buna" Buna o|0j0of 2 2
34 10 |Aamup Omeparuh Ol "C.C. KparbueBunh" CapajeBo 0|0|0f 2 2
35 12 |Ajna HypkaHoBuh Ol "Jana" Tyana 210(0|] O 2
36 17 [Tea Josuh OL "dpa JNoepo Kapayna" JlnBHO o|0]j0of 2 2
37 33  |Acum Myjknh Ol "A6ayneexab Nnxamwuja" Tewar o|0jof 2 2
38 37 |OparaH Babuh OLL "BpaHko Fhonuh" Mpwujenop 0(0f2f O 2
39 44  |Oparana Nyjuh Ol "CrecbaH Hemama" BujerbuHa of|oj1f 1 2
40 2 Munena Boxwuh OLll "CseTn CaBa" Mopapuya o|0j1f O 1
41 35 |A3pa Xameposuh Ol "Krbyy" Kroyu o|ojof 1 1
42 42  [Cenvja Buorpapgnuja |OLL "Eaxem Myna6auh” 3eHuua 0|0(0] 1 1
43 3 AmHa Myxagemosuh || OLL Marnaj o|ojof O 0
44 41  |CeHka CtunaHuuh Ol "Bnagumup Hasop" Ouyak o (ofof O 0




