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Takmiµcenje uµcenika srednjih �kola Tuzlanskog kantona
IZ MATEMATIKE

Graµcanica, 05.04.2008. godine

I razred

1. U pravouglom trouglu simetrala o�trog ugla dijeli suprotnu katetu na di-
jelove µcije su duµzine m i n. Odrediti duµzine druge katete i hipotenuze
trougla.

2. Ako je a+ b = 1, dokazati da je

a

b3 � 1 �
b

a3 � 1 =
2 (b� a)
a2b2 + 3

:

3. Odrediti cjelobrojna rje�enja jednadµzbe

x2 + 2xy � 3y2 = 1:

4. Odrediti prirodne brojeve a i b tako da za x; y 2 [a; b] dobijamo

1

x
+
1

y
2 [a; b] :

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

II razred

1. Dokazati da je u pravouglom trouglu zbir duµzina kateta jednak zbiru duµzina
preµcnika upisanog i opisanog kruga.



2. Korijeni (rje�enja) jednadµzbe x2 + ax + b + 1 = 0 su prirodni brojevi.
Dokazati da je a2 + b2 sloµzen broj.

3. Dokazati da je izrazq
7�

p
48 +

q
5�

p
24 +

q
3�

p
8

cio broj.

4. U skupu cijelih brojeva rije�iti jednadµzbu

x4 + y2008 = 2x2 � 1:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

III razred

1. Rije�iti jednadµzbu

3
p
x+ 1 + 3

p
3x+ 1 = 3

p
x� 1:

2. Ako su x; a; b; c realni pozitivni brojevi razliµciti od 1 i ako je b2 = ac,
dokazati da je

loga x

logc x
=
loga x� logb x
logb x� logc x

:

3. Ako izme�u stranica a i b i odgovarajúcih uglova � i � trougla ABC postoji
veza �

a2 + b2
�
sin (�� �) =

�
a2 � b2

�
sin (�+ �) ;

dokazati da je taj trougao jednakokraki ili pravougli.

4. Odrediti cjelobrojna rje�enja jednadµzbe

x2 = 3y + 7:
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IV razred

1. Uglovi konveksnog mnogougla obrazuju aritmetiµcki niz x;
4

3
x;
5

3
x; ::: . Ko-

liko najvi�e stranica moµze imati takav mnogougao?

2. Duµzine stranica trougla su cijeli brojevi a; b i c, a duµzina jedne od visina
jednaka je zbiru duµzina druge dvije visine. Dokazati da je a2 + b2 + c2

potpun kvadrat.

3. Data je elipsa b2x2 + a2y2 = a2b2; koju prava p paralelna osi Oy sijeµce
u taµckama M i N; pri µcemu M ima pozitivnu, a N negativnu ordinatu.
Odrediti geometrijsko mjesto presjeµcne taµcke P pravih AM i BN; kao i
geometrijsko mjesto presjeµcne taµcke Q pravih AN i BM; gdje su A (�a; 0)
i B (a; 0) tjemena elipse, kada se prava p kréce ostajúci paralelna Oy osi.

4. Ako su p i q razliµciti prosti brojevi, dokazati da je

pq�1 + qp�1 � 1 (mod pq) :

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Svaki taµcno ura�eni zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.



Rje�enja zadataka

I razred

1. U pravouglom trouglu simetrala o�trog ugla dijeli suprotnu katetu na di-
jelove µcije su duµzine m i n. Odrediti duµzine druge katete i hipotenuze
trougla.

Rje�enje. Oznaµcimo sa C vrh pravog ugla i pretpostavimo da je sime-
trala povuµcena iz vrha A, te sa D oznaµcimo presjeµcnu taµcku simetrale
i katete BC. Neka je CD = m;BD = n. Koristimo teorem: sime-
trala unutra�njeg ugla trougla dijeli suprotnu stranicu na dva dijela koji
se odnose kao duµzine preostalih odgovarajúcih stranica trougla. Dakle,
m : n = AC : AB = b : c (prema prethodnom teoremu je oµcito n > m),

odakle je c =
n

m
b. Prema Pitagorinom teoremu imamo

a2 + b2 = c2 , (m+ n)2 + b2 =
n2

m2
b2

, (m+ n)2 +

�
1� n2

m2

�
b2 = 0

, b2 =
(m+ n)2m2

(n�m) (n+m)

, b = m

r
n+m

n�m; (n > m) :

S druge strane je

c =
n

m
b = n

r
n+m

n�m; (n > m) :

2. Ako je a+ b = 1, dokazati da je

a

b3 � 1 �
b

a3 � 1 =
2 (b� a)
a2b2 + 3

: (1)

Rje�enje. Jedan od naµcina da se dokaµze jednakost (1) je da i lijevu
i desnu stranu izrazimo preko a (stavljajúci a = 1 � b) i uporedimo.



Naime,

L =
a

b3 � 1 �
b

a3 � 1 =
a

(1� a)3 � 1
� 1� a
a3 � 1

=
a

1� 3a+ 3a2 � a3 � 1 +
a� 1

(a� 1) (a2 + a+ 1)

=
�1

a2 � 3a+ 3 +
1

a2 + a+ 1
=
�a2 � a� 1 + a2 � 3a+ 3
(a2 � 3a+ 3) (a2 + a+ 1)

=
2� 4a

(a2 � 3a+ 3) (a2 + a+ 1) ;

D =
2 (b� a)
a2b2 + 3

=
2 (1� a� a)
a2 (1� a)2 + 3

=
2� 4a

a2 � 2a3 + a4 + 3

=
2� 4a

a4 � 2a3 + a2 + 3 :

Kako je�
a2 � 3a+ 3

� �
a2 + a+ 1

�
= a4 � 3a3 + 3a2 + a3 � 3a2 + 3a+ a2 � 3a+ 3
= a4 � 2a3 + a2 + 3;

zakljuµcujemo da je L = D, �to je i trebalo dokazati.

3. Odrediti cjelobrojna rje�enja jednadµzbe

x2 + 2xy � 3y2 = 1:

Rje�enje.

x2 + 2xy � 3y2 = 1

, x2 + 2xy + y2 � 4y2 = 1
, (x+ y)2 � 4y2 = 1
, (x+ y � 2y) (x+ y + 2y) = 1
, (x� y) (x+ 3y) = 1:

Mogúca su dva sluµcaja:�
x� y = 1
x+ 3y = 1

i
�
x� y = �1
x+ 3y = �1 ;

odakle se dobiju dva rje�enja: (1; 0) i (�1; 0) :



4. Odrediti prirodne brojeve a i b tako da za x; y 2 [a; b] dobijamo

1

x
+
1

y
2 [a; b] :

Rje�enje.

x; y 2 [a; b],
(
a � x � b
a � y � b

,

8>><>>:
1

b
� 1

x
� 1

a

1

b
� 1

y
� 1

a

:

Sabiranjem posljednjih nejednakosti, dobija se

2

b
� 1

x
+
1

y
� 2

a
: (2)

U zadatku se zahtijeva da bude

1

x
+
1

y
2 [a; b] ;

to jest

a � 1

x
+
1

y
� b:

Da bi taj zahtjev bio ispunjen, zbog (2), zakljuµcujemo da mora biti

a � 2

b
;

2

a
� b;

odnosno (po�to su a i b prirodni brojevi, pa slobodno smijemo mnoµziti
nejednakosti)

ab � 2 i ab � 2;
odakle se dobije ab = 2. Kako su a i b prirodni brojevi, jedina mogúcnost
je a = 1 i b = 2:



II razred

1. Dokazati da je u pravouglom trouglu zbir duµzina kateta jednak zbiru duµzina
preµcnika upisanog i opisanog kruga.

Rje�enje. U pravouglom trouglu polupreµcnik opisanog kruga je R =
c

2
, a

polupreµcnik upisanog kruga je

r =
P

s
=

ab

2
a+ b+ c

2

=
ab

a+ b+ c

(c je duµzina hipotenuze, dok su a i b duµzine kateta). Na taj naµcin vrijedi:

2R + 2r = c+
2ab

a+ b+ c
=
ac+ bc+ c2 + 2ab

a+ b+ c
=
c (a+ b) + a2 + b2 + 2ab

a+ b+ c

=
c (a+ b) + (a+ b)2

a+ b+ c
=
(a+ b) (a+ b+ c)

a+ b+ c
= a+ b;

�to je i trebalo dokazati.

2. Korijeni (rje�enja) jednadµzbe x2 + ax + b + 1 = 0 su prirodni brojevi.
Dokazati da je a2 + b2 sloµzen broj.

Rje�enje. Neka su x1 i x2 korijeni date kvadratne jednadµzbe. Prema
Vieteovim formulama imamo

x1 + x2 = �a;
x1x2 = b+ 1) b = x1x2 � 1:

Zbog toga vrijedi

a2 + b2 = (x1 + x2)
2 + (x1x2 � 1)2

= x21 + 2x1x2 + x
2
2 + x

2
1x
2
2 � 2x1x2 + 1

= x21 + x
2
1x
2
2 + 1 + x

2
2

= x21
�
1 + x22

�
+
�
1 + x22

�
=

�
1 + x21

� �
1 + x22

�
;

�to predstavlja proizvod dva prirodna broja, pa je broj a2 + b2 sloµzen.



3. Dokazati da je izrazq
7�

p
48 +

q
5�

p
24 +

q
3�

p
8

cio broj.

Rje�enje. Imamoq
7�

p
48 =

q
7� 4

p
3 =

r
4� 2 � 2

p
3 +

�p
3
�2
=

r�
2�

p
3
�2
= 2�

p
3;q

5�
p
24 =

q
5� 2

p
2
p
3 =

r�p
2
�2
� 2
p
2
p
3 +

�p
3
2
�
=

r�p
3�

p
2
�2
=
p
3�

p
2;q

3�
p
8 =

q
3� 2

p
2 =

r
1� 2

p
2 +

�p
2
�2
=

r�p
2� 1

�2
=
p
2� 1:

Zbog toga jeq
7�

p
48 +

q
5�

p
24 +

q
3�

p
8 = 2�

p
3 +

p
3�

p
2 +

p
2� 1 = 1:

4. U skupu cijelih brojeva rije�iti jednadµzbu

x4 + y2008 = 2x2 � 1:

Rje�enje.

x4 + y2008 = 2x2 � 1,
, x4 � 2x2 + 1 + y2008 = 0,
,

�
x2 � 1

�2
+ y2008 = 0:

Kako je kvadrat realnog broja nenegativan, tj. (x2 � 1)2 � 0 i y2008 � 0, to
zakljuµcujemo da u datoj jednadµzbi mora biti�

x2 � 1
�2
= 0 i y2008 = 0:

Dakle, rje�enja date jednadµzbe su: (�1; 0) i (1; 0).



III razred

1. Rije�iti jednadµzbu

3
p
x+ 1 + 3

p
3x+ 1 = 3

p
x� 1: (3)

Rje�enje. Na osnovu poznate jednakosti (a+ b)3 = a3 + 3ab (a+ b) + b3,
uzimajúci a = 3

p
x+ 1; b = 3

p
3x+ 1, imamo da vrijedi

(3), x+ 1 + 3 3
p
x+ 1 3

p
3x+ 1

�
3
p
x+ 1 + 3

p
3x+ 1

�
+ 3x+ 1 = x� 1:

Zamjenjujúci izraz u zagradi sa 3
p
x� 1, nakon sre�ivanja, dobijamo

(3) ) 3
p
(x+ 1) (3x+ 1) (x� 1) = � (x+ 1)

, (x+ 1) (3x+ 1) (x� 1) = � (x+ 1)3

, (x+ 1)
�
(3x+ 1) (x� 1) + (x+ 1)2

�
= 0

, (x+ 1)
�
4x2
�
= 0, (x1 = �1 _ x2 = 0) :

Me�utim, neophodna je provjera. Naime, x2 = 0 nije rje�enje jednadµzbe
(3); ono se pojavilo kao rezultat zamjene lijeve strane jednadµzbe (3) desnom
stranom koja nije identiµcki jednaka. Dakle, rje�enje je x = �1:

2. Ako su x; a; b; c realni pozitivni brojevi razliµciti od 1 i ako je b2 = ac,
dokazati da je

loga x

logc x
=
loga x� logb x
logb x� logc x

: (4)

Rje�enje. Oznaµcimo sa D desnu stranu jednakosti (4) i pre�imo na bazu
x:

D =
loga x� logb x
logb x� logc x

=

1

logx a
� 1

logx b
1

logx b
� 1

logx c

=
logx c

logx a
� logx b� logx a
logx c� logx b

=

1

logc x
1

loga x

�
logx

b

a

logx
c

b

=
loga x

logc x
�
logx

p
ac

a

logx
cp
ac

=
loga x

logc x
� logx

p
c

logx
p
c

=
loga x

logc x
;



jer smo koristili pretpostavku b2 = ac, b =
p
ac (a moglo je i kráce koristéci

b2 = ac, b

a
=
c

b
).

3. Ako izme�u stranica a i b i odgovarajúcih uglova � i � trougla ABC postoji
veza �

a2 + b2
�
sin (�� �) =

�
a2 � b2

�
sin (�+ �) ;

dokazati da je taj trougao jednakokraki ili pravougli.

Rje�enje. Imamo�
a2 + b2

�
sin (�� �) =

�
a2 � b2

�
sin (�+ �)

, a2 [sin (�+ �)� sin (�� �)]) = b2 [sin (�+ �) + sin (�� �)]
, 2a2 sin � cos� = 2b2 sin� cos �:

Iz sinusnog teorema, tj.
a

sin�
=

b

sin �
slijedi a =

b sin�

sin �
, pa dalje imamo

a2 sin � cos� = b2 sin� cos �

, b2 sin2 �

sin2 �
sin � cos� = b2 sin� cos �

, sin� cos� = sin � cos �

, 2 sin� cos� = 2 sin � cos �

, sin 2� = sin 2�:

Odavdje slijedi
2� = 2� ili 2� = � � 2�;

odnosno
� = � ili �+ � =

�

2
;

tj. trougao je jednakokraki ili je pravougli.

4. Odrediti cjelobrojna rje�enja jednadµzbe

x2 = 3y + 7: (5)



Rje�enje. Iz jednakosti (5) neposredno slijedi da je x2 paran broj, odnosno
da je x paran broj. Zbog toga je x2 � 0 (mod 4) : Kako je , s druge strane,

3 � �1 (mod 4) ;
7 � �1 (mod 4) ;

iz date jednadµzbe slijedi relacija

0 � (�1)y � 1 (mod 4) ;

odakle opet slijedi da je y paran broj, recimo y = 2y1; y1 2 N. Zamjenom u
jednadµzbi (5), dobija se

x2 � 32y1 = 7, (x� 3y1) (x+ 3y1) = 7;

odakle je �
x2 � 32y1 = 1
x2 + 32y1 = 7

i
�
x2 � 32y1 = �7
x2 + 32y1 = �1 :

Rje�avanjem ovog sistema, dobija se x = 4; y1 = 1 ili x = �4; y1 = 1 te su
rje�enja date jednadµzbe (4; 2) i (�4; 2).



IV razred

1. Uglovi konveksnog mnogougla obrazuju aritmetiµcki niz x;
4

3
x;
5

3
x; ::: . Ko-

liko najvi�e stranica moµze imati takav mnogougao?

Rje�enje. Pretpostavimo da mnogougao ima n stranica. Posljednji µclan
aritmetiµckog niza sada ima oblik

xn = x+ (n� 1)
x

3
=
n+ 2

3
x:

Da bi mnogougao bio konveksan, ni jedan njegov ugao ne smije biti véci od
180�, pa tako ni najvéci ugao na�eg mnogougla, to jest mora biti

n+ 2

3
x < 180�: (6)

S druge strane, zbir uglova u mnogouglu sa n strana je (n� 2) 180�; pa je
zbog toga

x+
4

3
x+

5

3
x+ :::+

n+ 2

3
x =

n

2

�
x+

n+ 2

3
x

�
=
n (n+ 5)

6
x:

Dakle, vrijedi
n (n+ 5)

6
x = (n� 2) 180�;

odakle je

x =
(n� 2) 1080�
n (n+ 5)

: (7)

Zamjenom (7) u (6), dobija se

n+ 2

3
� (n� 2) 1080

�

n (n+ 5)
< 180�;

odnosno
n2 � 5n� 8 < 0:

Odavdje je
5�

p
57

2
< n <

5 +
p
57

2
:

Najvéci cio broj koji zadovoljava posljednje nejednakosti je n = 6. Dakle,
takav mnogougao moµze imati najvi�e �est stranica.



2. Duµzine stranica trougla su cijeli brojevi a; b i c, a duµzina jedne od visina
jednaka je zbiru duµzina druge dvije visine. Dokazati da je a2 + b2 + c2

potpun kvadrat.

Rje�enje. Prema uvjetu zadatka je

ha = hb + hc;

odnosno
2P

a
=
2P

b
+
2P

c
;

gdje je P povr�ina trougla. Iz posljednje jednakosti imamo

1

a
=
1

b
+
1

c

, bc� ab� ac = 0: (8)

Sada je

(a� b� c)2 = a2 + b2 + c2 + 2 (bc� ab� ac) (8)= a2 + b2 + c2:

Dakle, zaista je a2 + b2 + c2 potpun kvadrat.

3. Data je elipsa b2x2 + a2y2 = a2b2; koju prava p paralelna osi Oy sijeµce
u taµckama M i N; pri µcemu M ima pozitivnu, a N negativnu ordinatu.
Odrediti geometrijsko mjesto presjeµcne taµcke P pravih AM i BN; kao i
geometrijsko mjesto presjeµcne taµcke Q pravih AN i BM; gdje su A (�a; 0)
i B (a; 0) tjemena elipse, kada se prava p kréce ostajúci paralelna O osi.

Rje�enje. Neka prava p ima jednadµzbu x = t;�a < t < a: Tada taµcke M
i N imaju koordinate

�
t;
b

a

p
a2 � t2

�
i
�
t;� b

a

p
a2 � t2

�
, dok prave AM i

BN imaju jednadµzbe:

AM : y =
b

a

p
a2 � t2x+ a

t+ a
;

BN : y = � b
a

p
a2 � t2x� a

t� a :

Odavdje se dobije

x+ a

t+ a
= �x� a

t� a ) x =
a2

t
(iskljuµcuje se sluµcaj t = 0 kada je AM k BN),



x

y

Figure 1:

odnosno

y =
b

a

p
a2 � t2x+ a

t+ a
=
b

a

p
a2 � t2

a2

t
+ a

t+ a
=
b

t

p
a2 � t2:

Dakle, presjeµcna taµcka P pravih AM i BN ima koordinate

x =
a2

t
; y =

b

t

p
a2 � t2 (� a < t < a; t 6= 0). (9)

Eliminirajmo parametar t iz sistema jednadµzbi (9). Uzimajúci da je t =
a2

x
;

imamo

y =
b

a2

x

r
a2 � a

4

x2
=
b

a

p
x2 � a2;

odakle se sre�ivanjem dobije

x2

a2
� y

2

b2
= 1; xy > 0;

to jest taµcka P leµzi na jednom od lukova hiperbole
x2

a2
� y

2

b2
= 1 u prvom ili

trécem kvadrantu.



Analogno se pokazuje da je geometrijsko mjesto taµcaka Q unija lukova te
hiperbole u drugom i µcetvrtom kvadrantu.

4. Ako su p i q razliµciti prosti brojevi, dokazati da je

pq�1 + qp�1 � 1 (mod pq) :

Rje�enje. Koristit ćemo mali Fermatov teorem: Ako cijeli broj m nije
djeljiv sa r, gdje je r prost broj, tada je

mr�1 � 1 (mod r) :

Prema tom teoremu, imamo

pq�1 � 1 (mod q) ;

qp�1 � 1 (mod p) ;

odakle slijedi da postoje prirodni brojevi k i l takvi da je pq�1 � 1 = kq i
qp�1 � 1 = lp. Zato je

pq�1 + qp�1 � 1 = pq�1 + lp = p
�
pq�2 + l

�
;

pq�1 + qp�1 � 1 = kq + qp�1 = q
�
qp�2 + l

�
:

Zbog NZD (p; q) = 1, iz p j pq�1 + qp�1 � 1 i q j pq�1 + qp�1 � 1 slijedi
pq j pq�1 + qp�1 � 1, tj. pq�1 + qp�1 � 1 (mod pq) :
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