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XI1 JUNIORSKA OLIMPIJADA
BOSNE | HERCEGOVINE 2014
(Sarajevo, 31.05.2014. godine)

Jezik: bosanski

1. Odrediti sve brojeve ¢iji je zapis u dekadnom sistemu oblika 13xy45z, gdje su X, y, z, napoznate
cifre, a koji su djeljivi sa 792.

2. Dat je trougao ABC. Na pravoj CA je data tacka D takva da vrijedi CD = 3 - CA(tacka A je izmedu
tataka C i D), a na pravoj BC tacka E (E # B) takva da je CE = BC. Ako je BD = AE, dokazati da je
ugao BAC prav.

3. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi, takvi da je a + b + ¢ = 1. Dokazati da vrijedi nejednakost:
1

+ + 73
J@@+2b)(b+2a) /(b+2c)(c+2b) +/(c+2a)(a+20)
Kada vrijedi jednakost?

4. Dato je pet brojeva 1, 3, 5, 7, 9. Novih pet brojeva dobijamo tako §to proizvoljna cetiri broja a, b, c,
d iz prethodne petorke zamijenimo sa brojevima:

~(a+b+c—d)s-(@+b—c+d)z-(a—b+c+d)-(—a+b+c+d),
a peti broj ostaje nepromijenjen.
Da li se viSestrukim ponavljanjem ovog postupka moze dobiti sljedecih pet brojeva:

2) 0,2, 4, 6,87

b)3,4,5,6,7

Dozvoljeno koristenje pribora za pisanje i crtanje.
Vrijeme za izradu je 180 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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RIJESENJA

1. Budu¢i da je 792=8-9-11, broj 13xy45z mora biti djeljiv sa 8,9 1 11. Iz uslova da 8 | 45z
=450+z=448+z+2. Dakle 8 | z+2, pa je z=6. Koriste¢i uslov da 9 | 13xy45z, sledi da dijeli zbir
1+3+x+y+4+5+6=18+x+y+1. Dakle, 9 | x+y+1, §to nam daje x+y=8 ili x+y=17. Uslov da
11 | 13xy45z nam daje da 11 dijeli 6-5-4-y-x-3+1=x-y+3,0dakle je je x-y=-3 ili x-y=-8. Imamo
dvije mogucénosti:

1. x+y je paran, onda je x+y=8 I x-y=8 pa je x=8, y=0
2. x+yje neparan, onda je x+y=17 [ x-y=-3, pa je x=7 1 y=10 §to je nemoguce.
Dakle, jedino resenje je broj 1380456.

2. U trouglu BED , DC je tezi$nica, a kako je DA : AC =2 : 1, to je A teZiSte tog trougla. Neka prava

EA sije¢e BD u tacki M. Kako je EM ustvari tezisnica trougla BED (prolazi kroz A), to je M sredina od
BD, te vrijedi AM = %. Sada je BM = DM = % = % = AM, tj. M je centar kruznice opisane oko tog

trougla BAD, pa je 4BAD = 90°, tj. ABAC = 90° (ovo na kraju moZe i jednostavnim rac¢unanjem
uglova).

3. Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeti¢ke 1 geometrijske sredine za dva pozitivna broja imamo:

a+2b+b+2a 3(a+b)
J(a+2b)(b+2a) < z ==

a odavde

1 2
>
J(a+2b)(b+2a) — 3(a+b) (1)

Analogno dobijamo nejednakosti :

1 2
>
J(b+2c)(c+2b) — 3(b+c) (2)

1 2
J(c+2a)(a+2c) = 3(a+c) (3)
Nakon sabiranja nejednakosti (1), (2) 1 (3) slijedi :
1 1 1 2 1 1 1
J@+2b)(b+2a) + Jb+20)(c+2b) + Jc+t2za)(a+2c) =3 (m tore T E) (4)
Na osnovu nejednakosti izmedu artimeticke 1 harmonijske sredine za tri pozitivna broja

1mamo :

1(1+1+1>>
3\a+b b+c c+a/- 1 1

t.
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2 1 1 1 3
= (— +—+ —) > ,
3 \a+b b+c c+a a+b+c

A odavde zboga+b +c=1:

2 1 1 1
(o tmtad23 O
Sada iz (4) i (5) dobijamo datu nejednakost.

1

Jednakost vrijedi ako i samo akojea =b =c = >

4.a) Primijetimo da se pri zamjeni brojeva navedenom transformacijom, zbir brojeva polazne petorke
ne mijenja. Zato nije moguce dobiti petorku 0,2,4,6,8

b) Primijetimo da se pri zamjeni brojeva navedenom transformacijom, zbir kvadrata brojeva polazne
petorke ne mijenja. Zato nije moguce dobiti ni petorku 3,4,5,6,7.
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Osvojeno mjesto Sifra imei prezime
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33 Amar Kuri¢
18 Milica BPuki¢
34 Tijana Babi¢
23 Stefan JuroSevi¢

5 Azur Donlagi¢
32 Marija Buri¢
27 Nemanja Torbica
15 DusSan Gari¢

1 Vesna Bjeloglav
31 Damijan Stankovi¢
13 Bakir Goran
14 Arijana Gjocaj

4 Boris Velasevi¢
21 Hana Ibrahimpasi¢
30 Admir Papi¢

6 Adnan Sabanovi¢
10 Amer BeSo
26 Emir Sejdi¢

2 Mirna Cirié¢

7 Muamer Pari¢
35 Salih Ibrahimovi¢
29 Aleksa Raci¢

3 Ana Marija Vego

9 Bojan Gali¢
19 David lvani$
22 Ivan Martinovi¢ (Kocerin)
28 Lejla Vardo
16 lvana Jankovi¢
11 Adna Sabani¢
20 Ivan Martinovi¢ (Zepce)
17 Tanja Gavri¢
25 Ante Duvnjak
12 Filip Budi¢

8 Ivan Marinovi¢ (O.S. M. Maruli¢a)
24 Luka Marijanovic

zad 1l zad 2 zad 3 zad 4 ukupno

10
10
10
10
10
10
10
10

8
10
10
10
10
10
10
10
10
10

[N
o

O O O O FP P P NMNDNEFPDNWDNWO

10
10
10

3
10

(=Y
o

O O OO OO OO OoOkFr OONPFPF P OOOOOORFrR OFR,r OF NO ™

10
10
10

[EEY
o

O OO0 oo oo okr P POORFPF P OOOOOOORFrR, ONPFP USSP~ O P

O O O OO OO0 O 0O 0O oo O kPR OPFr OO0 000 oo o krr ok oooo b s

34
34
34
23
21
20
19
15
15
13
12
11
11
11
10
10
10
10

=
o

O O O O FP P FPNWWWWMOO N O





