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Rijesiti u skupu prirodnih brojeva jednacinu
1 1 1 1

x y 5 xy

Dokazati da za nenegativne brojeve a i b vaze nejednakosti
a+b a b 2(a+b)
< + <
l1+a+b 14+a 1+b 24+a+b

U jednakokrakom trouglu ABC (|AC| = |BC|), simetrala ugla BAC i visina CD spustena iz vrha
C na osnovicu (D je podnoZje visine) sijeku se u tacki O, tako da je |CO| =3 |OD|. U kojem
omjeru dijeli visinu CD, visina spustena iz vrha A na krak BC, trougla ABC?

Razmotrimo sljede¢u matematicku krizaljku u koju se upisuju cifre 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
tako da vaii:

10

i) Sve cifre se pojavljuju ta¢no 2 puta.

ii) 10 vodoravno je faktor od 4 vodoravno

iii) 4(4 vodoravno - 4 uspravno + 5) = 1 uspravno
iv) 36 je faktor od 1 vodoravno i 5 uspravno

V) 9 uspravno je faktor od 5 uspravno

Na koliko razlic¢itih nacina je moguce rijesiti ovu matematicku krizaljku?

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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1. Rijesiti u skupu prirodnih brojeva jednacinu
1 1 1 1

x y 5 xy
Rjesenje:
MnoZenjem sa 5xy data jednacina je ekvivalentan redom sa:
5(y —x) =xy—5
xy+5x—5y—-5=0
xy+5x—5y—25= =20
(x=5@+5) = -20
G5-x)(y+5)= 20

Kako su5 — x iy + 5 djelioci broja 20 i pritomeje0 <5 —x <5 <y + 5, imamo sljede¢a dva
slucaja

i) 5—x=1,y+5=20,
ii) 5—x=2,y+5=10.
Pa je rejSenje (x,y) = {(4,15), (3,5)}.

2. Dokazati da za nenegativne brojeve a i b vaZze nejednakosti
a+b a b 2(a + b)
< + <
l1+a+b 14a 14+b 2+4+a+b

Rjesenje:
Lijeva nejednakost vaZi jer je ekvivalentna redom sa

a a < b b
14a+b 14+a  14+b 1+4+a+b

a(1+a—1—a—b)<b(1+a+b—1—b)
1+a - 1+b

—ab ab
<
1+4a 1+0b

Desna nejednakost je ekvivalentna sa

b 2b < 2a a
1+b 24+a+b 2+a+b 1+a

b(2+a+b—2—2b)<a(2+2a—2—a—b)
1+0b - 1+a
b(a—b)<a(a—b)
1+b = 1+4a
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a
)
1+a 1+5b

@-b)(

a+ab—b—ab

@D aa+n =

(a—b)?> =0
Pa ocito vazi.

3. U jednakokrakom trouglu ABC (|AC| = |BC|), simetrala ugla BAC i visina CD spustena iz vrha
C na osnovicu (D je podnoZje visine) sijeku se u tacki O, tako da je |CO| =3 |OD|. U kojem
omijeru dijeli visinu CD, visina spustena iz vrha A na krak BC, trougla ABC?

Rjesenje:

Iz uslova zadatka je |CO| =3 |OD| i |CO| : |OD| =b:(a/2), tj. B=3a/2.
Iz sliénosti trouglova ABM i DBC, slijedi

3a

a
BM|:a=s:b=5:—
IBM| : a = 5 >

N Q

Odnosno |BM|=a/3.
Iz slicnosti trouglova ADR i ABM slijedi
|DR| : |[BM| = |AD] : |AM|

2av/2
3

N

av2
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Kako je |CR| + |DR| = |CD|, dobijamo

ICR| _ |CD|
|RD| ~ |RD|

Tj. |CR| : |RD| = 7:1.

4. Razmotrimo sljedeéu matematicku krizaljku u koju se upisuju cifre 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
tako da vaii:

8 9
10
i) Sve cifre se pojavljuju ta¢no 2 puta.
ii) 10 vodoravno je faktor od 4 vodoravno
iii) 4(4 vodoravno - 4 uspravno + 5) = 1 uspravno
iv) 36 je faktor od 1 vodoravno i 5 uspravno
V) 9 uspravno je faktor od 5 uspravno

Na koliko razlicitih nacina je moguce rijesiti ovu matematicku krizaljku?
Rjesenje:
Kako je 23705 = 5-11-431, to iz drugog uslova imamo da je 10 vodoravno 431.

Iz Cetvrtog uslova je mogucnost za 5 uspravno 504, 540 i 576, a kako je samo 504 djeljivo sa
dvocifrenim brojem koji zavrSava sa 3, to je na osnovu 5. Uslova 9 uspravno jednako 63 i 5 uspravno
jednako 504.

Na osnovu prvog uslova (svaka cifra se pojavljuje 2 puta) i Cetvrtog uslova, te zbog treceg uslova je:
1 uspravno = 4 - (23705 — 299 + 5) = 93644
Pa je jedina moguénost za 1 vodoravno 972.

Sada tabela izgleda:
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X z 0
8 9
Y u 6 4
10
4 3 1

Uvrstavanjem u treci uslov dobijamo:

100z +10u+40x+ 4y =1036, odakle zakljucujemo da y mozZe biti 4 ili 9, ali zbog prvog uslova je
mogucde jedinoy = 9.

Sada dobijamo 10 z + 4 x + u = 100, pa provjerom sa prvim uslovom dobijamoz=6ix=u =8, paje

tabela:
1 2 3
9 7 2
4 5
2 3 7 0 5
6 7
8 6 0
8 9
9 8 6 4
10
4 3 1

Za preostala dva mjesta su kandidati 1 i 5, koji u bilo kojem poretku zadovoljavaju uslove zadatka, pa

je ukupan broj razli¢itih rjeSenja 2.
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REZULTATI

Sarajevo, 28. 5. 2011. godine

Mjesto Prezime i ime Sifra Skola 1 2 3 4 3
1. Jasarevi¢ Abdulah RAVAN Sarajevo koledZ 10 10 10 3 33
2. Samard?ié Petar NEJEDNACINA 08 ,Risto Prorokovi¢“ Nevesinje 10 9 10 1 30
3. Muminovi¢ Rijad M Druga gimnazija Sarajevo 10 10 5 2 27
4. Mustafi¢ Ibrahim BROJ 05, pulistan” llija 10 |10 ] 0 1| 21
4. Mustafi¢ Kemal UNUA 05, Cengit Vila I Sarajevo 10 | 10 | 1 0| 21
4. Joji¢ Dorde JEDNACINA 08 ,Veselin Masle$a“ Fo¢a 10 9 0 2 21
7. Sigi¢ Melika KRUG 08, Kovaciéi“ Sarajevo 10 9 0 1 20
7. Babié¢ Milica KOCKA 08 ,,Georgij Stojkov Rakovski“ Banja Luka 10 0 0 10 20
9. Papi¢ Demir ETA Deveta osnovna $kola llidza 9 9 0 1 19
10. Kreho Adnan DUZ 08 ,,Behaudin Selmanovi¢“ Sarajevo 8 9 1 0 18
11. Zdilar Pasko NI 03, Kiseljak” Kiseljak 8 9 0 0 17
11. Suboti¢ Nikola PITAGORA 08 ,,Sveti Sava“ Doboj 8 9 0 0 17
11. Brki¢ Haris KUPA SS , Tursko — Bosanski koledz“ Lukavac 5 9 2 1 17
14. §ipovac Milena PODSKUP 0§ ,Jovan Duci¢“ Kasindo 9 0 1 5 15
14. Kurtovi¢ Nejra SESTAR 08 ,Edhem Mulabdi¢“ Sarajevo 10 3 0 2 15
14. Gati¢ Dajana KRUZNICA 08 ,Vuk Karadzi¢“ Tesli¢ 10 4 0 1 15
17. Sarajli¢ Dina POVRSINA Druga gimnazija Sarajevo 10 0 1 1 12
17. Biogradlija Senija PSI 05 ,,Edhem Mulabdié¢” Zenica 10 0 0 2 12
17. Nurkanovié Ajla PRESJEK 05 ,Jala“ Tuzla 10 0 2 0 12

20. Senkovi¢ Anto OMIJER 0S ,Vladimir Nazor” Odzak 9 0 0 1 10
20. Spahi¢ Vedad PIRAMIDA 0S ,Mesa Selimovi¢” Zenica 1 5 0 4 10
22. Topalovi¢ Bozo KVADRAT 0S ,Vuk Karadzi¢“ Visegrad 5 3 0 1 9
23. Modri¢ Emina DI 0S ,,Banovici” Banovidi 6 0 0 2 8
24. Crnéevié Elvir PRAVA 0§ ,Skender Kulenovi¢” 5 0 0 2 7
25. Ponlagi¢ Azur GAMA 0S ,Novi Grad“ Tuzla 0 0 1 5 6
26. TEOREMA 4 0 1 0 5
27. SKup 2 0 0 2 4
27. EPSILON 0 0 0 4 4
29 TETA 2 0 1 0 3
29 LAMBDA 2 0 0 1 3
31 OMIKRON 1 0 0 1 2
31 PRECNIK 1 0 0 1 2
31 PROIZVOD 0 0 1 1 2
34 VOLUMEN 1 0 0 0 1
34 BETA 0 0 0 1 1
34 VAUAK 0 0 0 1 1
34 LOPTA 0 0 0 1 1
38 KOLICNIK 0 0 0 0 0
38 KVADAR 0 0 0 0 0
38 TROUGAO 0 0 0 0 0
38 RAZLOMAK 0 0 0 0 0
38 ALFA 0 0 0 0 0
38 DELTA 0 0 0 0 0
38 PRIZMA 0 0 0 0 0
38 RADIJUS 0 0 0 0 0
38 POLUPRECNIK 0 0 0 0 0
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