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ZADACI



UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog
kantona iz MATEMATIKE

Kalesija, 06. april 2013. godine

I RAZRED

Zadatak 1. Srediti izraz

x2 y2 22

G-p -2 G—2-1) (-n)(—y)

Zadatak 2. U skupu prostih brojeva rijesiti jednacinu

2p° — ¢ =2(p+q)°.

Zadatak 3. Tacka M uzeta je na kateti BC pravouglog trougla ABC
tako da vrijedi BM = 2 - MC. Sa K oznac¢imo sredinu hipotenuze AB.
Dokazati da je /ZBAM = ZMKC.

Zadatak 4. Ako realni brojevi a,b,c,d razlic¢iti od nule zadovoljavaju

jednakosti
Cbyetd=o, tolplylo Lo
¢ ‘ 7 a b ¢ do oabed

odrediti koje sve vrijednosti moze poprimiti izraz

(ab—cd) (c+d).

0
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.

Izrada zadataka traje 180 minuta.



UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog
kantona iz MATEMATIKE
Kalesija, 06. april 2013. godine

II RAZRED

Zadatak 1. Rjesenja x1 i 9 kvadratne jednadzbe zadovoljavaju relacije
I1+$2—21‘1'1’2:0
maxy - xo — (x1 + x2) = 2m — 1

a) Formirati ovu jednadzbu.
b) Za koje vrijednosti parametra m su oba njena rjesenja realni brojevi?

Zadatak 2. Odrediti sve parove (p, q) prostih brojeva koji zadovoljavaju
jednakost

p+ag=(p—q)°.

Zadatak 3. Neka je L proizvoljna tacka na krac¢em luku C'D kruznice
opisane oko kvadrata ABCD. Oznacimo sa K tacku presjeka pravih AL i
CD, sa M tacku presjeka pravih AD i CL a sa N tacku presjeka pravih
MK i BC.

a) Dokazati da je tacka K ortocentar trougla M AC.

b) Dokazati da su tacke B, L, M i N koncikli¢ne.

Zadatak 4. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a,b,c,d vrijedi
nejednakost

a—b+b—c+c—d+d—a>0
b+c c+d d+a a+b
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 180 minuta.
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Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog
kantona iz MATEMATIKE
Kalesija, 06. april 2013. godine

IIT RAZRED

Zadatak 1. Nadi sve vrijednosti k € R" za koje jednadzba
log kx

it =R

log (z + 1)

ima tac¢no jedno rjesenje.

Zadatak 2. Neka su a,b, c pozitivni realni brojevi ¢ija je suma jednaka
3. Dokazati da je 3a + bc = (a + b) (a + ¢) i da vrijedi nejednakost
a+3 b+3 c+3
> 3.
3a+bcjL 3b+cajL 3c+ab —

Zadatak 3. Dat je trougao ABC u kome je ZCAB = 15° i
/ZABC = 30°. Sa M ozna¢imo sredinu stranice AB.
a) Dokazati da je ZACM = 30°.

b) Dokazati da je
_ AB-BC

M 2AC

Zadatak 4. Odrediti sve parove (m,n) prirodnih brojeva koji
zadovoljavaju jednakost

2-(nl)y=m!-(m!'+2)
gdje k! oznacava proizvod svih prirodnih brojeva od 1 do k.
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 180 minuta.



UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog
kantona iz MATEMATIKE

Kalesija, 06. april 2013. godine

IV RAZRED

Zadatak 1. Cetiri broja ¢ine geometrijski niz. Njihovi logaritmi za bazu
3 cine aritmeticki niz ¢ija je razlika 1, a zbir 18. Odrediti te brojeve.

Zadatak 2. U skupu realnih brojeva rijesiti sistem jednacina

z+y’ =1y
y+2° =2

Zadatak 3. Simetrala ugla kod vrha A trougla ABC' sijece stranicu BC
u tacki D. Ukoliko je poznato da je CD - BD = AD? i ZADB = 45°

a) dokazati da je ZABC — ZACB = 90°.

b) izracunati vrijednost ugla BAC.

Zadatak 4. U skupu prostih brojeva rijesiti jednacinu

zyz +1 =20+

>k 3k skt skosk sk sk sk sk skoskosk sk sk skoskoskosk sk sk skoskoskok sk sk skoskoskoskosk sk skoskoskoskokoskoskoskoskoskok sk sk skokoskok sk skoskoskoskoskor skoskeskok

Svaki ta¢no uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.

Izrada zadataka traje 180 minuta.



RJESENJA



PRVI RAZRED

Zadatak 1. Srediti izraz

IQ

y2 22

(z—y) (=
Rjesenje: Imamo

IQ

) -1 -0y

2 2
z
J -

G-9@—2 W-2-2 (-9

-y +yr—2)+2(y—=) _
(r—y)(y—2)(z—2)
—2? (y — 2) + 2y? — Y’z + yz? — x2?

(x—y)(y—2)(z —x)

—(y—2) ta(y =) —yzly—2) _

(

(z—y)(y—2)(z —2)
y—z) (—2* 4+ 2y + 22 — yz)

(y—=2)

@—y)y—2)G—x)

Drugo rjesenje:

(z—y)(y—=2)

(
c—a)—y(z—a)
(

(
(z—y)(y—2) (2 — )
(y—2) -y (z—2)
(z—y)(y—2)(z—x)

Lagano racunamo da je

2

(z — ) = 2%z — 2%y + y*w — P2 + 2Py — 22



te je stoga

l‘2 y2 22

G-9a-2 W-2-2) c-2)(-y

-yt —2)+2(y—2)
(z—y)(y—2)(z—2)

22z — 22y + yPr — yPr + 2y — 2P
>

=1.

X

22z — 2y + yPr — Y2z + 22y — 2

Zadatak 2. U skupu prostih brojeva rijesiti jednacinu

2p° — > =2(p+q)°.

RjeSenje: Desna strana date jednakosti je paran broj sto znaci da i
2p® — ¢* takoder mora biti paran odakle slijedi da je ¢> paran. Iz ovoga
slijedi da da je ¢ paran a kako je ¢ prost to mora biti ¢ = 2 i data
jednacina postaje

P —4=2(p+2)°

Sto nakon dijeljenja obje strane sa 2 i sredivanja postaje
pP—p?—4dp—6=0
a ovo je dalje ekvivalentno sa
p(PP—p—4)=6

odakle zakljucujemo dap |6 =p=2 ii p=3
Lagano se provjerava da je gornja jednakost zadovoljena samo za p = 3
te je stoga par (p,q) = (3,2) jedino rjesenje date jednacine.

Zadatak 3. Tacka M uzeta je na kateti BC pravouglog trougla ABC
tako da vrijedi BM = 2-MC. Sa K oznac¢imo sredinu hipotenuze AB.
Dokazati da je ZBAM = /ZMKC.



Rjesenje: Oznacimo sa L sredinu segmenta BM. Uocimo da je LK
srednja linija trougla M BA pa je LK || M A odakle slijedi ZBAM =
/ZBKL te je stoga dovoljno dokazati da je ZBKL =/ZMKC.

Posmatrajmo trouglove LK B i M KC'. Imamo
KB =KC

(jer je K sredina hipotenuze AB pravouglog trougla ABC)

BL:%-BM:%-Z-C’M:CM

a iz jednakosti KB = KC slijedi /KBC = ZKCB pa je
/KBL=/KCM

te su stoga trouglovi LK B i M KC podudarni (pravilo SUS) i iz ove
podudarnosti slijedi ZBKL = ZMKC te je ovim dokaz zavrsen.



Zadatak 4. Ako realni brojevi a, b, ¢, d razli¢iti od nule zadovoljavaju
jednakosti

Tbyerd=o, Lelplili oy
¢ ‘ 7 a b ¢ d o oabed
odrediti koje sve vrijednosti moze poprimiti izraz
(ab—cd) (c+d).
Rjesenje: Iz
1 N 1 N 1 N 1 N I 0
a b ¢ d abed
imamo
bcd 4 cda + dab + abe + 1
=0
abced
odakle slijedi
bed + cda + dab + abec = —1
Iz prve jednakosti je c+d = — (a + b) . Koristeéi se ovim jednakostima

imamo
(ab—cd) (c+d) =ab(c+d) —cd(c+d) = abc+ abd + cd (a + b) =
abc + abd + cda + cdb = —1

iz. cega zakljucujemo da je (ab — cd) (¢ +d) = —1 za sve vrijednosti
realnih brojeva a, b, ¢, d razli¢itih od nule koji zadovoljavaju jednakosti
iz uslova zadatka.



DRUGI RAZRED

Zadatak 1. RjesSenja z; i x9 kvadratne jednadzbe zadovoljavaju relacije
T1+ 29— 221 -29=0
mxy - xo — (x1 + x2) = 2m — 1
a) Formirati ovu jednadzbu.

b) Za koje vrijednosti parametra m su oba njena rjesenja realni bro-
jevi?

Rjesenje: a) Bez narusavanja opstosti mozemo pretpostaviti da je
koeficijent uz z* nase jednadzbe jednak 1 (ukoliko to nije slucaj tada
jednadzbu mozemo podijeliti sa vodeé¢im koeficijentom i korijeni tako
dobijene jednadzbe su ocigledno x; i x5 a njen vodeéi koeficijent jednak
1) i neka je nasa jednadzba 2% + px + q¢ = 0. Na osnovu Vietovih
formula imamo
1+ Tog = —pP
Ly-T2=4(q

pa uvrstavajuci ovo u uslov zadatka imamo

—p—2¢q=0
mq+p=2m—1
Iz prve jednadzbe nalazimo p = —2q a druga jednadzba je ekvivalentna
sa (uvrstimo p = —2q)

(m—2)g=2m—1

odakle nalazimo

2m — 1
= 2
¢=——F (m#2)
pa je
p:_2.(2m—1)__4m—2

m—-2  m—2
te je stoga trazena jednadzba

4m — 2 2m — 1
p  4Am m 0

T T
m — 2 m — 2



b) Dobijena jednadzba je ekvivalentna sa
(m—2)2* —22m —1)z+2m —1=0
i da bi njena rjeSenja bila realni brojevi potrebno i dovoljno je da je
njena diskriminanta
D=[-202m—-1) —4-(m-2)-2m—1)=4(2m>+m — 1)
nenegativna tj. D > 0 sto je ekvivalentno sa
om?>4+m—1>0
a ovo je dalje ekvivalentno sa
2m—1)(m+1)>0
Proizvod na lijevoj strani je nenegativan ukoliko su obje zagrade poz-
itivne ili ukoliko su obje zagrade negativne i rjesavaju¢i oba slucaja
nalazimo da je (2m — 1) (m + 1) > 0 zadovoljeno za

m € (—oo, —1] U [%,—FOO)

Rjesenja nejednadzbe 2m? +m — 1 > 0 je takoder moguée odrediti i
posmatranjem grafika kvadratne funkcije f (m) = 2m? +m — 1.

Zadatak 2. Odrediti sve parove (p, q) prostih brojeva koji zadovol-
javaju jednakost

p+a=(p—1q)’.

Rjesenje: Dokazimo da jedan od brojeva p,q mora biti djeljiv sa 3.
Naime, ako niti jedan od ovih brojeva nije djeljiv sa 3 tada imamo
sljede¢e mogucnosti

1.p = 1(mod 3) ¢ = 1(mod 3) i tada je p + ¢ = 2 (mod 3) dok je
(p — q)° = 0 (mod 3) pa ova moguénost otpada

2 (mod 3) i tada je p+ ¢ = 3 = 0(mod 3) dok

2 (mod 3) pa i ova moguénost otpada

1 (mod 3) i tada je p+ ¢ =3 = 0(mod 3) dok

1 (mod 3) pa i ova moguénost otpada

z.pzl(m%dii)q
je(p—q° =2

3. p = 2(mod 3) ¢
je(p—q)’=1°



4.p=2(mod 3) ¢ =2(mod 3) i tada je p+ ¢ =4 =1 (mod 3) dok
je (p—q)* = 0 (mod 3) pa i ova moguénost otpada

Dakle bar jedan od brojeva p i ¢ mora biti djeljiv sa 3 a kako su p i g
prosti brojevi to on mora biti jednak 3.

Iz date jednacine ocigledno mora biti p — ¢ > 0 pa u slucaju p = 3
mora biti ¢ = 2 i jednostavnom provjerom utvrdujemo da par (3,2)
nije rjesenje date jednacine. Neka je sada ¢ = 3. Imamo

p+3=(p—3)°=p"—9p*+27p—27
a iz posljednje jednakosti je
p> — 9p* + 26p = 30

odakle slijedi
p(p* —9p+26) =30

pap |30 = p € {2,3,5} ali buduéi da mora biti ispunjena i nejednakost
p—q > 0 to je p =5 jedina mogucénost. Provjerom utvrdujemo da par
(5,3) zadovoljava datu jednacinu te je stoga ovaj par jedino rjesenje.

Zadatak 3. Neka je L proizvoljna tacka na kra¢em luku C'D kruznice
opisane oko kvadrata ABCD. Oznac¢imo sa K tacku presjeka pravih
AL i1 CD, sa M tacku presjeka pravih AD i C'L a sa N tacku presjeka
pravih MK i BC.

a) Dokazati da je tacka K ortocentar trougla M AC

b) Dokazati da su tacke B, L, M i N koncikli¢ne.

Rjesenje: a) Kako je AC precnik kruznice opisane oko kvadrata
ABCD imamo da je ZALC = 90° tj. AL 1 MC. Takoder je i
CD 1L AM (jer je ZCDA = 90°) odakle zaklju¢ujemo da visine AL i
CD trougla M AC prolaze tackom K pa je K ortocentar ovog trougla.



b) Oznac¢imo sa P tacku presjeka pravih M N i AC. Dovoljno je
dokazati da je ZLMN = ZLBN. Neka je ZLBN = . Bududi da
tacke A, B,C i L leze na krugu opisanom oko kvadrata ABCD to na
osnovu jednakosti periferijskih uglova nad tetivom C'L imamo

/CAL = /CBL = ¢

Kako je K ortocentar trougla AMC to je MP 1 AC te je stoga u
cetvrouglu MAPL

LMPA=/ZMLA = 90°

pa je ovaj cetverougao tetivan odakle na osnovu jednakosti periferijskih
uglova nad tetivom LP slijedi

LLMP = /LAP = /LAC = =/LBN
kako je ZLMP = ZLMN to je ovim dokaz zavrsen.

Zadatak 4. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, ¢, d vrijedi
nejednakost

a—b+b—c+c—d+d—a >0

b+c c+d d+a a+b—




Rjesenje: Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske
sredine za pozitivne realne brojeve x i y imamo

sty 2 2 1 1. 4
Z T 1= = —+t-=
2 t+1+ zT+y T Yy Tty
Uocimo da je
a—>b a—b+b+c a+c
—|—1: =
b+ c b+ c b+ c

i slicno dodajuéi po 1 svakom sabirku lijeve strane dobijamo da je data
nejednakost ekvivalentna sa
a+c b+d c+a d+D
+ + >
b+c c+d d4+a a—+Dd

4

Imamo
a+c c+a 1 1 4
= >
b—l—c+d—|—a (a+c)(b—|—c+d—|—a>_(a+c)b+c+d+a
1
b+d d+b 1 1
= >
crd atb (b+d)<c+d+a+b>_(b+d)c+d+a+b

te sumirajuc¢i gornje nejednakosti dobijamo

a+c b+d c+a d+b_4(a+c)+4(b+4d)
+ + > =4
b+c c¢c+d d+a a+b a+b+c+d

Drugo rjeSenje: Analogno kao u prvom rjesenju zaklju¢ujemo da je
dovoljno dokazati da je
a+c b+d c+a d+b
+ + + >
b+c c+d d+a a+bd

4

Na osnovu Ko3i — Svarcove nejednakosti imamo
(a? + a3 + al + af) (b3 + 03 + b3 + b3) > (a1by + asby + azbs + asby)”

pa koristeéi se ovom nejednakoséu za

( )_ a—+c b+ d c+a d+b
e OU= A\ TeoVeraVara Varo




(b1, b2, b3, by) =
(VeT b+, Vo +d) e+ d),v/cta) @+ a), Vd+b) (a+0))
dobijamo

a+c b+d c+a d+b_ (a+c+b+d+c+a+d+b)?
+ + + = 2 12 L p2 12 —
b+c c+d d+a a+bd by + b3 + b + by

4(a+b+c+d)’ .
(a4 b+ c+d)
pri ¢emu smo u posljednjem koraku koristili jednakost

D202+ b2+ 02 = (a+b+c+d)?

¢iju je tacnost trivijalno provjeriti.
Zmak jednakosti se dostize ako i samo ako jea=b=c=d =1.



TRECI RAZRED

Zadatak 1. Nadi sve vrijednosti k € R" za koje jednadzba

log kx
log (z + 1)

ima tacno jedno rjesenje.

Rjesenje: D.P.
(kx >0, 24+1#0, 24+1>0) < k>0, >0, z>—-1,tj.k>0,2>0
Sada imamo

% =2 & loghkr =2-log(z+1) < logks =log (x4 1)°
s kr=@+1)’ o ... e 2+2-kaz+1=0
Dobivena jednacina ima jedinstveno rjesenje akko je D = 0 t;.
2-k?-4=0 e k- (k—4)=0 e k=0V k=4
k = 0 otpada zbog D.P. a za k = 4 provjerom imamo

logdr =log(z+1)° & dz=(z+1)7 & (z—1)°=0

tj. x = 1 je jedinstveno rjesenje.
Dakle jedino za k = 4 data jednacina ima jedinstveno rjesenje.

Zadatak 2. Neka su a,b, c pozitivni realni brojevi ¢ija je suma jed-
naka 3. Dokazati da je 3a+bc = (a + b) (a + ¢) i da vrijedi nejednakost

a—+ 3 n b+ 3 n c+3 S 3
3a+bc 3b+ca 3c+ab




Rjesenje: Koristedi uslov a + b+ ¢ = 3 imamo
3a+bc=(a+b+c)-at+bc=(a+b)(a+c)

Dalje imamo
a+3 a+a+b+c (a+b)+(a+c) 1 1

3a+bc  (a+b)(at+c) (a+b)(a+c) :a+b+a+c
Analogno je i

b+3 1 N 1
3b+ca b4+c b+a
c+3 B 1 1

= +
3c+ab cH+a c+b
pa je stoga data nejednakost ekvivalentna sa

1 1 1
2 + + >3
a+b b+c cH+a

sto je ekvivalentno sa

1 N 1 n 1 S 3
a+b b+c c+a” 2
Posljednju nejednakost mozemo dokazati na viSe nacina.

Prvi nac¢in Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i harmoni-
jske sredine imamo

1
a—+b+b+c+c+—a> 3 _ 3 _ 3 1
3 L4 1L+ L 2a+b+e) 2-3
a+b b+c cta

pa odavdje imamo

3
> =
a+b+b+c+c+a_2

Drugi nacin: Na osnovu Kos$i — Svarcove nejednakosti imamo

(ﬁ F E)mwmwm)

(14+1+1)°=9

a odavdje neposredno slijedi gornja nejednakost.




Treéi nacin: Zbog uslova a + b + ¢ = 3 gornja nejednakost je ekvi-
valentna sa

1 n 1 n 1 >3
3—a 3—-b 3-— 2
Nekajef(:c):ﬁ:(?)—x) KakOJeza:r:G(O,?))
2
"(z) = >0
O

i kako a,b,c € (0,3) to na osnovu Jensenove nejednakosti (funkcija
f je konveksna) imamo

fa)+ f(b)+ f(c) >f<a—|—b—|—c>
- 3

= f)=4

pa je

l\DIOO

+ + sz(a)+f()+f()

Cetvrti na¢in: Dovoljno je dokazati da je
3 3 3
- -
a+b b+c cHa
sto je zbog uslova a + b + ¢ = 3 ekvivalentno sa
a+b+c a+b+c a+b+c_ 9
+ + > =
a-+b b+c c+a 2
a ovo je dalje ekvivalentno sa
a n b n c o 3
b+c c+a a+b 2
a posljednja nejednakost je poznata Nesbitova nejednakost.
Zmak jednakosti se dostize ako i samo ako jea =b=c=1.

>

N | ©

Zadatak 3. Dat je trougao ABC u kome je ZCAB =15°i ZABC =
30°. Sa M oznacimo sredinu stranice AB.

a) Dokazati da je ZACM = 30°.

b) Dokazati da je
AB - BC

OM =—75



Rjesenje: a) Neka je ZACM = ¢ i ZBCM = 0. Tada je
o+ 0=/ACB =135°

A M B

Primjenom sinusne teoreme na trouglove BMC' i AMC' i koristeci
MB = MA imamo

sin30° CM CM  sinl5°

sinf  MB MA  sing

odakle je
sinf  sin30°  sin(15°+15°) 2 -sin15° - cos 15° o
: =2 - : = : =2-cos1ld
sinp  sin15° sin 15° sin 15°

Takoder imamo

2
sin # = sin (135° — ) = sin 135° cos p—cos 135° sin p = g (sing + cos )
pa je
ing 22 (sin¢p + cos
200815°:S,m = 2 ( go ?)
sin ¢ sin ¢

a iz posljednje jednakosti lagano nalazimo
cot o = 2v/2cos15° — 1

[zracunajmo sada cos 15°.
Imamo

3
£ = c0s 30° = cos (15° + 15°) = cos? 15° — sin? 15° =

2
0082150—(1—0082150):2-0082150—1
pa je
) 1+8 243 4123 (1+V3)
cos” 15° = = = —

2 1 8 8



a kako je cos 15° > 0 to iz posljednje jednakosti imamo

(1+v3)" 143
8 2V2

cos 15° =
pa je
cotp =2v2cos15°—1=1+v/3-1=+3
a kako ¢ € (0,135°) to mora biti ¢ = 30°.

b) Dovoljno je dokazati da je

CM AB
BC  2AC
Ugao C'M B je vanjski ugao trougla AC'M i imamo

LCMB = /ZCAM + ZACM = 15° + 30 = 45°
pa primjenom sinusne teoreme na trougao C'M B dobijamo

CM  sin30° 5 V2

_ 2 _ S
BC_sin45°_\/75 2

il

Primjenom sinusne teoreme na trougao ABC' dobijamo
AB  sin135°  sin45°
AC  sin30°  sin30°

pa je
AB _ sin4b” \/75 _\/§_CM
2AC  2-sin30° 2.1 2 BC

te je ovim dokaz zavrsSen.

L
2

Zadatak 4. Odrediti sve parove (m,n) prirodnih brojeva koji
zadovoljavaju jednakost

2-(nl)y=m!-(m!'+2)

gdje k! oznacava proizvod svih prirodnih brojeva od 1 do k.



Rjesenje: Za m = 1 imamo 2 (n!) = 3 §to oc¢igledno nema rjesenja
buduéi da je lijeva strana paran a desna neparan prirodan broj.

Za m = 2 imamo 2 - (n!) = 8 odakle slijedi n! = 4 a ova jednacina
takoder nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva (Sto se lagano prov-
jerava).

Pretpostavimo sada da je m > 3.

Kako je m! + 2 > 2 to mora biti ispunjena nejednakost n! > m! (u
suprotnom je desna strana veca od lijeve) odakle slijedi da je n > m pa
postoji prirodan broj k takav da je n = m+ k. Uvrstavajuéin = m+k
u datu jednakost imamo

2-[(m+Ek)]=m!(m!+2)
Sto je nakon dijeljenja sa m! ekvivalentno sa
2-(m+1)-(m+2)-...-(m+k)=m!+2

Kako je m > 3 to je m! djeljivo sa 3 odakle slijedi da desna strana
posljednje jednakosti nije djeljiva sa 3 Sto dalje implicira k£ < 2. Naime,
za k > 2 lijeva strana sadrzi proizvod tri uzastopna prirodna broja
m+ 1, m+ 21im+ 3 od kojih je jedan sigurno djeljiv sa 3 pa je u
tom slucaju i lijeva strana djeljiva sa 3 sto zbog gore pomenutog nije
slucaj.

Buduc¢i da je k prirodan broj razlikujemo dva slucaja.

Pruvi slucay k=1

U ovom sluc¢aju imamo jednakost
2-(m+1)=m!+2
sto je ekvivalentno sa
2m=m!=1-2-...-(m—1)-m
odakle nakon dijeljenja sa m imamo
2=1-2-...-(m—1)

Ocigledno je jedino rjesenje posljednje jednakosti m = 3 odakle za-
kljuc¢ujemo dajen =m+k =34+ 1=41par (m,n) = (3,4) je jedino
rjeSenje date jednacine u ovom slucaju.



Drugi slucay k =2
U ovom sluc¢aju imamo jednakost
2(m+1)(m+2)=m!+2
sto je ekvivalentno sa
om?4+6m+2=ml=1-2-...-m
odakle dalje imamo
2=1-2-...-m—2m* —6m

Ocigledno da m dijeli desnu stranu posljednje jednakosti sto implicira
m | 2 a ovadje slijedi m < 2 $to je suprotno pretpostavci m > 3 pa u
ovom slucaju nemamo rjesenja.

Dakle, jedino rjesenje date jednacine u skupu prirodnih brojeva je par
(m,n) = (3,4).



CETVRTI RAZRED

Zadatak 1. Cetiri broja ¢ine geometrijski niz. Njihovi logaritmi za
bazu 3 ¢ine aritmeticki niz ¢ija je razlika 1, a zbir 18. Odrediti te
brojeve.

Rjesenje: Neka su a, b, c, d trazeni brojevi. Iz uslova zadatka slijedi

b ¢ d
a b ¢

logs a 4 logs b + logs ¢ 4 logg d = 18

Takoder imamo
logs b =logga + 1

logs c = logs b+ 1 = logza + 2
logsd =logsc+ 1 =1logga+ 3

pa uvrstavajuci ovo u jednakost
logs a + logg b 4 logs c + logg d = 18

imamo
4-logga+1+2+4+3=18

odakle je log; a = 3 = log; 3° pa je a = 3% = 27.
Sada dalje lagano nalazimo
logsb=3+1=4=1log;3" = b=3"'=381

loggc=4+1=5=log;3> = c=23"=243
logsd =5+1=6=1log;3° = d=3°=729
te su stoga trazeni brojevi 27,81, 243, 729.

Zadatak 2. U skupu realnih brojeva rijesiti sistem jednacina

z+y’ =1y

y+:l:2::c3



Rjesenje: Oduzimanjem datih jednakosti imamo

vty —y—a2t =y -2’

odakle slijedi
PPt —y+yt—2>=0
sto je ekvivalentno sa
(x —y) (a:2+xy+y2+1—:v—y) =0
Imamo

1 1 1
x2+xy+y2+1—x—y:§(x+y)2+§(a:—1)2+§(y—1)2>O

pri ¢cemu u posljednjoj nejednakosti stroga nejednakost vrijedi zbog
toga $to ne moze istovremeno bitix —1 =0, y—1=0iz+y=0. Iz
ovoga zaklju¢ujemo da mora biti x —y = 0 tj. = y pa uvrStavajuci
ovo u prvu jednakost sistema imamo

x+2? =a1°

sto je ekvivalentno sa
x (372 - — 1) =0

a posljednja jednacina ima tri rjesenja i to x1 = 0, z9 = % (1 + \/5)
i xg = %(1 — \/3) . Kako i druga jednacina sistema takoder (nakon
uvrstavanja y = z) postaje z + 22 = 3 to je i ona zadovoljena za
brojeve x1, xo,x3. Dakle, sva rjeSenja datog sistema u skupu realnih
brojeva su parovi

{(0,0),(%(1+\/5),%(1+\/5)),(%(1—\/5),%(1—\/5»}

Zadatak 3. Simetrala ugla kod vrha A trougla ABC sijece stranicu
BC utacki D. Ukoliko je poznato daje CD-BD = AD?i /ADB = 45°
a) dokazati da je ZABC — ZACB = 90°.
b) izracunati vrijednost ugla BAC.



Rjesenje: Oznacimo uglove trougla ABC sa /BAC = o, ZCBA =
Bi/ZACB = 7.
a) Trebamo dokazati da je 5 — v = 90°. Iz trougla DBA imamo
45°+/5+%: 180°

a kako je iz trougla ABC

a=180°— (3 —~
to imamo 180° — B
45° + B + 5 i

a iz posljednje jednakosti lagano nalazimo 5 — v = 90°.

= 180°

C D' 'B

b) Primjenom sinusne teoreme na trouglove ADB i AC'D dobijamo

AD_BD ., BD s
sinf3  sing sin 5
f.lD = Cg = AD = —CD.' ijw
siny  sing sin

pa je odavdje imamo
AD? — BD.Cp.Snp-siny
(Sin %)
Sto zajedno sa uslovom AD? = BD - C'D implicira
sin (3 - sin 7y
— 2 =1
(sm %)

sto je ekvivalentno sa

2
sin 8 - siny = <sin %)



Kako je na osnovu adicionih formula

cos (B =) —cos (6 +7)
2

sin 8 - siny =

(, a)2 . a . a cosO—cosa 1—cosa
sin—) =sin—-sin— = =
2 2 2 2 2
to je jednakost sin 3 - siny = (Sin %)2 ekvivalentna sa
cos (8 —7) —cos(f+7)=1—cosa
Kako su a, 8 i v uglovi trougla to je a + g + v = 180° pa je
cos (B + ) = cos (180° — a) = — cos
pa tako dobijamo
cos (f—7)+cosa=1—cosa
odakle slijedi
2cosa=1—cos(f—7)=1—cos90°=1 =

2cosa=1 = a=060°.

Zadatak 4. U skupu prostih brojeva rijesiti jednac¢inu

rxyz+ 1= v+l

Rjesenje: Kako je desna strana paran broj to i xyz + 1 mora biti
paran pa su stoga x,y, z neparni. Stoga je ged (y,2) = 1 pa na osnovu
Male Fermaove teoreme imamo

2Y~1 =1 (mod y)
Iz date jednacine slijedi
WH = pyz+1=1 (mod y)
Takoder imamo

oy*+l _ oy’—142 _ (23/_1)yJrl 2=ty =4 (mod y)



pa je

1=2Y*" =4 (mod y)
tj. vy | 4 — 1 pa mora biti y = 3. UvrStavajuéi y = 3 u datu jednacinu
imamo

3rz+1=2"=1024

odakle slijedi zz = 341 = 11 - 31 pa su jedina rjesenja date jednacine u
skupu prostih brojeva trojke (11,3,31) i (31,3,11).
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