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UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE

Ziwinice, 12. april 2014. godine

I RAZRED

Zadatak 1. Dokazati da za sve realne brojeve a, b, c razlicite od nule i takve
da je
a

b
“le=b)+—(a—)+—(b—a) £0,

vrijedi identitet
2(1 1y 42 (1 1y 2(1_1
e(c=b)+2(a—c)+ 5 (b—a)

Zadatak 2. Dokazati da za pozitivne realne brojeve x i y vrijedi nejednakost

<x+§> <i+2> > 8.

Kada se dostize znak jednakosti?

Zadatak 3. Prirodan broj p nazivamo palindromom ako se ¢ita isto i slijeva
i sdesna. Odrediti sve proste brojeve koji su palindromi i koji u dekadskom
brojnom sistemu imaju paran broj cifara.

Zadatak 4. Tacka [ je centar upisane kruznice trougla ABC'. Kruznica koja
prolazi tackom B i dodiruje pravu Al u tacki I sijece stranice AB i BC u
tackama P i (), respektivno. Sa R oznacimo tacku presjeka prave Q1 i stranice

AC. Dokazati da je |CQ| = |CR].
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 180 minuta.
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UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE

Ziwvinice, 12. april 2014. godine

II RAZRED

Zadatak 1. Naci najmanju vrijednost izraza
(x—1)(x—=2)(x—3)(xr—4)+ 10

gdje je x realan broj, a potom odrediti sve vrijednosti x za koje se ta vrijednost
dostize.

Zadatak 2. Odrediti sve parove (a,b) realnih brojeva za koje jednacine
>+ ar +b* =0
>+ br+a*=0

imaju bar jedan zajednicki korijen iz skupa realnih brojeva.

Zadatak 3. Neka je n prirodan broj.
a) Dokazati da su brojevi n + 11 n (n + 2) relativno prosti.
b) Dokazati da proizvod n (n + 1) (n + 2) nije potpun kvadrat.

Zadatak 4. Tacka I je centar upisane kruznice trougla ABC'. Kruznica koja
prolazi tackom B i dodiruje pravu Al u tacki I sijece stranice AB i BC' u
tackama P i@, respektivno. Sa R oznacimo tacku presjeka prave QI i stranice
AC. Dokazati da je |CQ| = |CR| i ZRPQ = 90°.
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 180 minuta.
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UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE

Ziwinice, 12. april 2014. godine

IIT RAZRED

Zadatak 1. Dokazati da je

log,,.a+log._,a = 2log.,.,a-log._,a,

ako su a i b duzine kateta, a ¢ duzina hipotenuze pravouglog trougla.

Zadatak 2. Ako su a,b,c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1
dokazati da vrijedi nejednakost

ad+vt+t >a+b+e

Kada se dostize znak jednakosti?

Zadatak 3. Tacka M je srediste stranice AB trougla ABC. Dokazati da je
proizvod duzina poluprec¢nika kruznice opisane oko trougla AMC' i visine iz
M na AC jednak proizvodu duzina poluprec¢nika kruznice opisane oko trougla

BMC i visine iz M na BC.

Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je 43" 4 6" potpun
kvadrat.

>3k skt skosk sk sk skoskoskoskosk sk sk skoskoskosk sk sk skoskoskosk sk sk skoskoskoskosk sk skoskoskoskoskoskoskoskoskoskokosk sk skokokokoskoskoskoskoskoskor skoskeskosk

Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.

Izrada zadataka traje 180 minuta.
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UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE

Ziwinice, 12. april 2014. godine

IV RAZRED

Zadatak 1. Cetiri broja ¢ine rastuéi aritmeticki niz. Prva dva od njih i
¢etvrti ¢ine geometrijski niz. Odrediti sve ¢lanove aritmetickog niza ako se
zna da je njegova razlika jednaka kolicniku geometrijskog niza.

Zadatak 2. Nacdi sve prirodne brojeve a, b, ¢ takve da je ab 4+ bc + ca prost

i da vrijedi jednakost
at+b b+c

a+c b+a

Zadatak 3. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, c vrijedi nejed-

nakost )
a b ¢ 3/a+b bt+c c+a
- 4+-4+-) == + + )
b ¢ a 2 c a b

Kada se dostize znak jednakosti?

Zadatak 4. Na stranici BC' ostrouglog trougla ABC' uzete su tacke X i Y
tako da je BX = XY =Y, pri ¢emu je tacka X blize tacki B nego tacki C.
Polukruznice sa centrima u X i1 Y koje dodiruju stranice AB i AC, respek-
tivno, sijeku se u tacki Z. Ako je ZXZY = 0 dokazati da vrijedi jednakost

cos (2B) + cos (2C) + 4sin (B) sin (C') cos (0) = 0.
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 180 minuta.
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RJESENJA
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PRVI RAZRED

Zadatak 1. Dokazati da za sve realne brojeve a, b, c razli¢ite od nule i takve
da je
b
g(c—b)+—(a—c)+£(b—a) £0,

be ca
vrijedi identitet

=a+b+ec.

Rjesenje: Imamo

a? (%_1>+b2 <1_1>+c2 (1_%> _ [a*(c=b)+b* (a—c)+c* (b—a)].

 abe

Dalje imamo
a® (c = b)+b* (a — )+ (b—a) = a® (c = b)+b* (a — )+ [(b—c¢) + (c —a)] =
(c=b)(@® =)+ (a—c) (0*—¢) =
(c=b)(a—c)(a®*+ac+?)+(a—c)(b—c) (b +bc+ ) =
(c=b)(a—c)[(a*+ac+ ) — (B> +bc+ )] =
(c—0b)(a—rc) [a2—b2—|—c(a—b)] =(c—=b)(a—c)[(a—b)(a+b)+c(a—0b)] =
(c=b)(a=c)la=b)(a+b+c)=(a=b)(b—c)(c—a)(a+b+c).

Slicno racunamo i za nazivnik izraza sa lijeve strane datog identiteta

a b c Loy 2 2
E(C_b)+£(a_c)+%(b_a):a_bc[a (c=b)+b"(a—c)+ " (b—a)]

i

a (¢ — b)+b* (a — )+ (b—a) = a* (c — b)+b* (a — o)+ [(b—c) + (c —a)] =
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(c=b)(@®—F)+(a—c) (B> =) =(c—Db)(a—c)(a+c)+(a—c) (b—c) (b+c) =
(c=b)(a—c)[la+c)—(b+c)=(c=b)(a—c)(a—b)=(a—b)(b—c)(c—a).

Sada konac¢no imamo

(- +rPE-H)+2(E -3 g (a=b)(b—c)(c—a)(a+b+c)

%(c—b)—l—i(a—c)—l—ﬁ(b—a) ﬁ(a—b)(b—c)(c—a)

Zadatak 2. Dokazati da za pozitivne realne brojeve x i y vrijedi nejednakost

<x—|—§> <%+2) > 8.

Kada se dostize znak jednakosti?

Rjesenje: Kako su x,y pozitivni realni brojevi to mozemo primijeniti ne-
jednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine na osnovu koje imamo

x+§zzﬁ:2\/§\/§ (1)
%Jrzzz\/%:m/i\/% (2)

Sada na osnovu (1) i (2) imamo

<x+§> <%+2> 22\/5\/?2\/5\/%:8,

te je ovim dokaz zavrSen.

Da bi se dostigao znak jednakosti mora biti z = % i £ = 2. Iz druge jednacine

je y = 2x, pa uvrstavajuci ovo u prvu jednacinu dobijamo da mora biti z = 21,
X

odakle slijedi 22 = 1, a kako je po uslovu > 0 to iz posljednje jednacine
slijedi x = 1. Iz x = 1 dalje imamo y = 2. Provjerom utvrdujemo da se za
(x,y) = (1,2) zaista dostize znak jednakosti.
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Zadatak 3. Prirodan broj p nazivamo palindromom ako se ¢ita isto i slijeva
i sdesna. Odrediti sve proste brojeve koji su palindromi i koji u dekadskom
brojnom sistemu imaju paran broj cifara.

Rjesenje: Neka je p = ajas ... as, prost broj koji ima paran broj cifara i
koji je palindrom. Tada je asy, = a1, as,—1 = ao,... . To znaci da je suma
cifara na parnim mjestima jednaka sumi cifara na neparnim mjestima. Zbog
toga je taj broj djeljiv sa 11. Dakle, 11 | p. Kako je p prost broj, to je p = 11.

Zadatak 4. Tacka [ je centar upisane kruznice trougla ABC'. Kruznica koja
prolazi tackom B i dodiruje pravu Al u tacki I sijece stranice AB i BC u
tackama P i@, respektivno. Sa R oznacimo tacku presjeka prave ()1 i stranice

AC. Dokazati da je |CQ| = |CR|.

Rjesenje: Neka su «, (3, vrijednosti unutrasnjih uglova kod vrhova A, B i
C trougla ABC, respektivno. Oznacimo sa .J tacku presjeka pravih Al i BC.
Iz trougla AJB imamo

/AJB =180° — ZABC — /BAJ = 180° — 3 — %

C‘I‘
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Kako je JI tangenta na pomenutu kruznicu vrijedi

AjﬂgzzﬂBszg.

Sada iz trougla JI() racunamo

ﬁQJzBW—(BW—B—%>—§=&;@

odakle slijedi da je ZCQR = %ﬁ Iz trougla C'R() imamo

@;ﬁ—yzagﬁzzcga

a iz posljednje jednakosti slijedi |CQ| = |CR].

/ORQ = 180° —
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DRUGI RAZRED

Zadatak 1. Naci najmanju vrijednost izraza
(x—=1)(z—2)(z—3)(x—4)+ 10

gdje je x realan broj, a potom odrediti sve vrijednosti x za koje se ta vrijednost

dostize.

RjeSenje: Imamo

(=1 (x=2)(z=3)(z—4)+10=[(x — 1) (z —4)] [(x = 2) (z — 3)] + 10 =
(z* — Bz +4) (2° — 5z + 6) + 10.

Uvedimo smjenu 22 — 5z + 4 = t. Tada je

(v =52 +4) (v =52 +6) + 10 =t (t +2) + 10 = (t + 1)° +9 > 9.

Jednakost se dostize ako i samo ako jet+1 = 0, tj. ako i samo ako jet = —1,
Sto je ekvivalentno sa z? — 5x + 4 = —1, a rjeSenja ove jednaéine su
5+56
T12 = 9 .
Dakle, najmanja vrijednost datog izraza jednaka je 9 i dostize se za x = %5
1x = —5+2\/5.

Zadatak 2. Odrediti sve parove (a,b) realnih brojeva za koje jednacine
2 +ax+0°=0
2 +br+a>=0

imaju bar jedan zajednicki korijen iz skupa realnih brojeva.
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Rjesenje: Pretpostavimo da je xy € R zajednicki korijen datih jednacina.
Tada je
x5+ axg +b* =0

x%+bx0+a2:O,

pa oduzimanjem ovih dviju jednacina dobijamo

zo (a—b) + (b* —a*) =0,
sto je ekvivalentno sa

(@ —b)[zo — (a+0)] = 0.
Stoga imamo dva moguca slucaja:
ea=2"0
Tada obje jednacine poprimaju oblik 22 +ax 4+ a? = 0 i da bi imale zajednicki
realan korijen dovoljno je da posljednja jednacina ima realan korijen. Kako je

njena diskriminanta jednaka —3a? < 0, to ona ima realan korijen ako i samo
ako je a = 0, tj. u ovom sluc¢aju nalazimo da je par (0,0) jedino rjeSenje.

exyg=a+b
Uvrstavajuéi vrijednost a + b za ¢ u jednacinu z3 + axg + b* = 0 dobijamo

(a+b)° +a(a+b)+b =0,

Posljednja jednacina je ekvivalentna sa

1 1 1
(a+b)2+§(a—|—b)2+§a2+§b220

i ocigledno je njeno jedino rjeSenje a = b = 0. Za ovaj par smo u prethod-
nom slucaju ustanovili da zadovoljava uslove zadatka, te je on stoga jedino
rjeSenje.

Zadatak 3. Neka je n prirodan broj.
a) Dokazati da su brojevi n + 1 i n (n + 2) relativno prosti.
b) Dokazati da proizvod n (n + 1) (n + 2) nije potpun kvadrat.
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RjeSenje: Za dokaz prvog dijela zadatka dovoljno je dokazati da ne postoji
prost broj koji dijeli i n + 1 i n(n+ 2). Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji prost broj p takavdap | n+11ip | n(n+ 2). Kako je p prost i p dijeli
proizvod n (n 4 2) to p mora dijeliti jedan od brojeva n i n + 2. Ukoliko p | n
tadap | (n+1) —n, tj. p| 1 Sto je nemoguce. Sli¢no, ukoliko p | n + 2 tada
p| (n+2)—(n+ 1), paponovo dobijamo p | 1. Dakle, pretpostavka da postoji
prost broj koji dijeli brojeve n+ 11 n (n + 2) dovodi nas do kontradikcije, pa
stoga oni moraju biti relativno prosti.
Datu tvrdnju je takoder moguce dokazati i tako $to uoc¢imo da je n(n +2) =
(n+1)* — 1, a ovaj broj je ocigledno relativno prost sa n -+ 1.
Sada, zbog ve¢ dokazanog, da bi proizvodn (n+ 1) (n +2) = (n + 1) [n (n + 2)]
bio potpun kvadrat oba broja n+11in (n + 2) moraju biti potpuni kvadrati.
Neka je n (n + 2) = u? za neki prirodan broj u. Posljednja jednakost je ekvi-
valentna sa

(n+1)>—1=1u?

sto je dalje ekvivalentno sa
n+1—u)(n+1+u)=1,

sto nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva jer jen+1+u>1+14+1> 1,
a n + 1 — u ocigledno mora biti prirodan broj pa je n + 1 —u > 1, tj.
(n+1—u)(n+14+u)>1-3> 1.1z ovog zaklju¢ujemo da ne postoji nijedan
prirodan broj n takav da je n(n + 2) potpun kvadrat, pa stoga ni proizvod
n(n+ 1) (n + 2) ne moze biti potpun kvadrat.

Zadatak 4. Tacka I je centar upisane kruznice trougla ABC. Kruznica koja
prolazi tackom B i dodiruje pravu Al u tacki [ sijece stranice AB i BC u

tackama P i @), respektivno. Sa R oznacimo tacku presjeka prave QI i stranice
AC. Dokazati da je |CQ| = |CR| i ZRPQ = 90°.

Rjesenje: Neka su «, 3,y vrijednosti unutrasnjih uglova kod vrhova A, B i
C trougla ABC, respektivno. Oznacimo sa J tacku presjeka pravih Al i BC.
Iz trougla AJB imamo

/AJB =180° — ZABC — /BAJ = 180° — § — %
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Kako je JI tangenta na pomenutu kruznicu vrijedi

/JIQ = /IBQ = g

Sada iz trougla JI(Q) racunamo

oy S a+p
Z1QJ =180°— (180° =B — =) — = =
QJ =180° — (180° - 4 2) =222
odakle slijedi da je ZCQR = aTjLﬁ Iz trougla C'R() imamo
403@:1800—0‘;5—7=0‘55:40@3,

a iz posljednje jednakosti slijedi |CQ| = |CR].

Kako je C'I simetrala ugla iz vrha C u jednakokrakom trouglu C'RW to je
C'I ujedno i tezisnica iz vrha C' pomenutog trougla, pa je stoga [IQ| = |IR| .
Iz tetivnog cetverougla I PB() imamo

LIQP = AIBPzg

/IPQ = /IBQ = g
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iz ¢cega zakljucujemo da je ZIQP = ZIPQ, sto implicira |IQ| = |I P|. Kom-
binujuéi posljednju jednakost sa |[IQ| = |[IR| imamo |IQ| = |IR| = |IP|,
odakle slijedi da postoji kruznica sa centrom u I, precnika R(Q), koja sadrzi
tacke R, P i @), pa je ZRP(Q = 90° kao ugao nad prec¢nikom te kruznice.
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TRECI RAZRED

Zadatak 1. Dokazati da je

10gb—|—c a+ 1Ogc—b a=2 1Ogc—|—b a- 1Ogc—b a,

ako su a i b duzine kateta, a ¢ duzina hipotenuze pravouglog trougla.
Rjesenje: U pravouglom trouglu vrijedi

= a2+b2,

odnosno

a?=c =V = (c—b)(c+Db).
Logaritmiranjem posljednje jednakosti po bazi a dobija se

1 1

logc—b a 1Ogc—|—b a ’

odakle neposredno slijedi navedena jednakost.

2 =log,(c —b) +log,(c+b) =

Zadatak 2. Ako su a,b,c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1
dokazati da vrijedi nejednakost

ad+vt+t >a+b+e

Kada se dostize znak jednakosti?

RjeSenje 1: Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sre-
dine imamo

a+b+c>3vVabe =3,

srrs =2t 141 4+1> 4Vt = 4a.

Koristeéi ove nejednakosti imamo
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at+ b+t =(a+3)+ (0 +3) + (' +3) -9 >
>da+4b+4c—9=a+b+c+3a+b+c—3)>

>a+b+c

Jednakost vrijedi ako i samo ako jea=b=c=1.

Rjesenje 2: Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sre-
dine i zbog uslova abc = 1 imamo sljede¢e nejednakosti

at + b+ c> 3Vatbe = 3V a3V abe = 3a
bt e+ a > 3Vbica = 3Vb3Vabe = 3b

A t+a+b>3Vctab = 3v 3V abe = 3e.

Sabiranjem gornjih nejednakosti i sredivanjem dobijamo datu nejednakost.

Rjesenje 3: Na osnovu nejednakosti izmedu kvadratne i aritmeticke sredine
imamo

\/a2+b2+c2 _atbte
3 = 3

\/a4+b4+c4 - a + b + 2
3 - 3 '
Sto je ekvivalentno sa
2
404> (a+b+¢)
3
(a2 + b + 02)2

at + vttt > ;
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Koristeéi se ovim nejednakostima imamo

2\ 2
(a2 + 02 + ) (%) (a+b+c)
at+ b+t > ; > = (atb+o) 2

C

5 a+b+c):2—7(a+b+c):a+b+c,
sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 3. Tacka M je srediste stranice AB trougla ABC'. Dokazati da je
proizvod duzina poluprec¢nika kruznice opisane oko trougla AMC' i visine iz

M na AC jednak proizvodu duzina polupre¢nika kruznice opisane oko trougla
BMC i visine iz M na BC.

Rjesenje 1: Oznac¢imo sa R; i Ry duzine poluprecnika kruznica opisanih
oko trouglova AMC i BMC, respektivno. Takoder, neka je ZCAB = « i
ZABC = . Tada na osnovu opstepoznate formule za duzinu poluprecnika
kruznice opisane oko trougla imamo

CM
R1:| | |
2sin «
i
CM
R, = oM

~ 2sinf’
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Neka su U i V podnozja normala iz M na AC i BC, respektivno. Tada iz
pravouglih trouglova AMU i M BV imamo

[AB|

IMU| = |AM|sina =

Sin «

|MV| = |BM]|sinf = ‘AZB‘ sin f3.

Koristeci gornje jednakosti nalazimo da je

|CM| |AB| | |CM|-|AB]
——— ——sina =

2sina 2 4

Ry - [MU| =

|CM| |AB| | |CM| - |AB|
—— ——sinf = :
2sinf3 2 4
odakle neposredno slijedi da je Ry-|MU| = Ry-|M V|, §to je i trebalo dokazati.

Ry - [MV| =

RjeSenje 2: Poznato je da je poluprecnik opisane kruznice proizvoljnog
trougla XY Z dat formulom
XY |YZ||ZX|
4Pxyz
gdje P oznacava povrsinu. Oznacimo sa R; i Ry duzine poluprec¢nika kruznica
opisanih oko trouglova AMC'i BMC, respektivno. Tada na osnovu navedene
formule imamo

o _ loMiaafjAc)
! 4Payc
i
\CB||BM||MC)|
Ry = .
4Pcpm

Neka su U i V podnozja normala iz M na AC' i BC, respektivno (vidjeti sliku
iz prvog rjeSenja). Trebamo dokazati da je Ry - |MU| = Ry - |[MV| sto je
ekvivalentno sa
|CM||MA||AC)|
4Psnic

|CB||BM||MC|
4Pcm

|MU| = - |MV]. (1)

Kako je
4Paye = 2|MU| - |AC
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4Ppyic = 2|MV| - |BC,
to je (1) ekvivalentno sa

|CM||MA||AC)| |CB||BM||MC|

2|MU| - |AC] MU= 2|MV]-|BC| 1MV,
a ovo je dalje ocigledno ekvivalentno sa
AM|  |BM]|
2 2

Posljednja jednakost vrijedi zbog uslova da je M srediste stranice AB i ovim
je dokaz zavrsen.

Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je 43" 4+ 6" potpun
kvadrat.

Rjesenje: Ocigledno je n = 1 rjeSenje. Pretpostavimo sada da je n > 1.
Tada je 6" djeljivo sa 4 pa je

43"+ 6" =43" = (—1)" (mod 4) .
Kako potpuni kvadrati daju ostatke 0 ili 1 pri dijeljenju sa 4 to n mora biti

paran broj. Stoga postoji prirodan broj m takav da je n = 2m, te je dovoljno
naci sve prirodne brojeve m takve da je

432m + 62m

potpun kvadrat. Dokazimo da se vrijednost posljednjeg izraza uvijek nalazi
izmedu kvadrata dva uzastopna prirodna broja te stoga ne moze biti potpun
kvadrat. Dokazat ¢emo da je

(43™)% < 437%™ 4 62" < (43™ 4+ 1)%.

Dokaz lijeve strane posljednje nejednakosti je trivijalan dok je desna strana
ekvivalentna sa
243" +1 > 6*"

sto je tacno za sve prirodne brojeve m jer je

2-43™ 4+ 1 > 43™ > 36" = 6",
Dakle, jedini prirodan broj n za koji je 43" 4+ 6" potpun kvadrat je broj 1.
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CETVRTI RAZRED

Zadatak 1. Cetiri broja ¢ine rastuéi aritmeticki niz. Prva dva od njih i
cetvrti Cine geometrijski niz. Odrediti sve ¢lanove aritmetickog niza ako se
zna da je njegova razlika jednaka kolicniku geometrijskog niza.

Rjesenje: Neka je prvi ¢lan aritmetickog niza jednak a, a njegova razlika d.
Tada je, zbog uslova zadatka, kolicnik pomenutog geometrijskog niza takoder
jednak d dok su njegovi ¢lanovi a, a + d i a 4+ 3d. Stoga imamo sljedece
jednakosti

a+d=ad

a+3d=(a+d)d.

Lijeva strana druge jednakosti je jednaka
a+3d=(a+d)+2d=ad+ 2d,
pa je druga jednakost ekvivalentna sa
ad + 2d = ad + d?,

odakle slijedi d* = 2d, $to je dalje ekvivalentno d (d —2) = 0. Po uslovu
zadatka je d > 0, pa iz posljednje jednakosti imamo d = 2. Sada iz jednakosti
a + d = ad lahko dobijamo da je a = 2.

Dakle, clanovi aritmetickog niza su 2,4,6 1 8.

Zadatak 2. Naci sve prirodne brojeve a, b, c takve da je ab + bc + ca prost

i da vrijedi jednakost
at+b b+tc

a+c b+a
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RjeSenje: Data jednakost je ekvivalentna sa
(a+b)* =ab+ be+ ca + ¢
sto je dalje ekvivalentno sa
(a+b—c)(a+b+c)=ab+ bc+ ca.

Kako je ab+bc+ca prostia+b—c<a+b+ctomorabitia+b—c=11
a+b+ec=ab+ be+ ca.
Iz jednakosti a + b 4+ ¢ = ab + bc + ca imamo

ab—1)+b(c—1)+c(a—1)=0.

Kako su a, b, c prirodni brojevi to je lijeva strana jednaka nuli ako i samo je
a =b=c=1, dok je u svim ostalim slucajevima ocigledno

ab—1)+b(c—1)+c(a—1)>0.

Provjerom utvrdujemo da trojka (1,1, 1) zadovoljava sve uslove zadatka te je
stoga ona jedino rjesenje.
Zadatak 3. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, c vrijedi nejed-
nakost )

a b ¢ 3fa+b b+c cHa

—+t-+-] =2z + + :

b ¢ a 2 c a b

Kada se dostize znak jednakosti?

Rjesenje: Datu nejednakost mozemo napisati u njoj ekvivalentnom obliku

() () + ) +3(2id)2

Iz (% — 1)2 > 0 imamo

i analogno
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te je ovim dokaz zavrSen.

Da bi se dostigao znak jednakosti potrebno je da bude (% — 1)2 = 0 Sto
implicira a = b i analogno b = ¢, tj. mora biti a = b = c. S druge strane, nije
tesko provjeriti da se za a = b = c zaista dostize znak jednakosti.

Zadatak 4. Na stranici BC' ostrouglog trougla ABC' uzete su tacke X i Y
tako da je BX = XY =Y, pri ¢emu je tacka X blize tacki B nego tacki C.
Polukruznice sa centrima u X i1 Y koje dodiruju stranice AB i AC, respek-
tivno, sijeku se u tacki Z. Ako je ZXZY = 0 dokazati da vrijedi jednakost

cos (2B) + cos (2C) + 4sin (B) sin (C') cos (0) = 0.

Rjesenje: Neka je X tacka u kojoj polukruznica sa centrom u X dodiruje
stranicu AB.
Primjenom sinusne teoreme na pravougli trougao BX X; nalazimo da je

XX, =BXsinB = gsmB.
Buduéi da su XZ i X X; polupreénici pomenute polukruznice to imamo
X7 =XX, = gsinB.

Analogno rac¢unamo

YZ =YY, = gsinC’.
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B X v c

Primjenom kosinusne teoreme na trougao X ZY imamo
XY?*=XZ*+YZ*-2XZ-YZ-cos(£LXZY),
sto je ekvivalentno sa

<§)2 = (% sinB)2 -+ (g Sil’lC)2 —2 (g sinB) <§ sin C) cos .

Sada, kako je a > 0, posljednju jednakost mozemo pomnoziti sa 2 - % i dobi-

jamo
2 = 2sin® B + 2sin” C' — 4sin Bsin C cos§ = 0.
Posljednju jednakost mozemo napisati u njoj ekvivalentnom obliku
(1 —2sin® B) + (1 — 2sin*C) + 4sin Bsin C'cos§ = 0,
sto je zbog opstepoznatog trigonometrijskog identiteta
cos2t =1 — 2sin’t
ekvivalentno sa

cos 2B 4 cos2C + 4sin Bsin C'cos 6 = 0,

Sto je i trebalo dokazati.
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