PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA
u saradnji s
UDRUZENJEM MATEMATICARA TUZLANSKOG
KANTONA

SKOLSKO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE 2022. GODINE

I RAZRED

1. Ako je 22 —zy +v? = 3 i 2* + 2%y% + y* = 10, odrediti:
(@) zy (b)) 2> +y*  (c) 2t + y* + 4a?y? — 323y — 3wy?.
2. Rijesiti jednadzbu:
3 2r—3 3r—1 27 14
T+ < x x x T+ ) 2099

2@+1) \Br—3 dwtd4 122-12

3. Odrediti sve prirodne brojeve n i proste brojeve p za koje vazi
n? 4+ p* = 100p* + 1 .
4. Tacke A, B, C, D povezane su duzima kao na slici. Duzi AB i BC sijeku

duz DE redom u tackama F' i G. Ako je ZABC = 20° i LDFA =
/CGE, odrediti ZEAB + Z/DFEA.
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1. U jednadzbi
(a—2)2* — (3a —2)x +4a =0

odrediti parametar a tako da ona ima korijene koji se razlikuju za 1.

2. Dokazati da je vrijednost izraza

2 1_(1% 1 1+CL% 1
A=(1-a"): -+ a2 - —a?
1—a2 1+ a2

2
jednaka .
1—a

3. Pokazati da jednadzba
4a? + 1y — 22 = 2022 — 4dxy
nema rjesenja u skupu cijelih brojeva.

4. Duzine stranica trougla ABC' su |AB| = 13cm, |[BC| = 14cm i |AC| =
15¢m.  Izracunati obim kruznice koja dodiruje stranice AB i AC, a
centar joj je na stranici BC'.
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1. Rijesiti nejednadzbu
1 1

- <1.
logoz  logy,x —1

2. Rijesiti jednadzbu
a2
161—6082x 2 165"

3. Odrediti dvije zadnje cifre broja

112022 _ o1 4 3,

4. U jednakokrakom trouglu ABC' s tupim uglom pri vrhu C', podnozje
visine na stranicu BC' je tacka D. Odrediti uglove u trouglu ABC' ako
je

|AB|+ |BD|  2v3+3
|AC|+|CD] 3
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. Cifre trocifrenog broja ¢ine tri uzastopna c¢lana aritmetickog niza. Po-
sljednja cifra je jednaka zbiru prve dvije, a za 1 je ve¢a od njihovog
proizvoda. Koji je to broj?

. U presje¢nim tackama prave x+2y—10 = 0 i hiperbole 322 —4y?—12 = 0
povudi tangente na hiperbolu. Nacrtati/skicirati pravu i hiperbolu u
koordinatnom sistemu, te napisati jednacine tangenti. Koliki je ugao
izmedu tangenti?

. Nagéi sve parove prirodnih brojeva m,n za koje vrijedi
m!+3=n?.
. U trouglu ABC simetrala ugla pri vrhu B sijece stranicu AC u tacki

K. Ako je |[BC| =2, |CK| =1, |[BK| =
ABC.

, odredi povrsinu trougla

Sl e



RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Ako je 2° —zy +y? =3 i 2* + 2%y® + y* = 10, odrediti:
(a) vy (b)) 2> +y*  (c) 2t + y* + da?y? — 323y — 3wy’.

Rjesenje.

v —ay+yt=3
x2+y2:3+xy/2

[1]
vt 4 22%2 +yt = 9+ 6ay + 2%y?
ot + 2%y +yt =9 + 6y
1
10:9+6:1:y:>xy:6
3]
1 19
2, .2
oty + xy + 6 6
[1]
ot oyt da?y? — 323y — 3ay® = 2t + 2% + vt + 327y — 328y — 3ay® =
1.1 19 17
10 +3 — (2 + )] =10+32(5 — —) = —
+ 3ayley — (7 +y7)] +3z(6 - %) =3
[5]
Zadatak 2. Rijesiti jednadzbu:
r+3 21 —3 3x—1 22—-T7x+14
: — = 2022 .
12(z 4 1) (393—3 letd | 12212 >
Rjesenje.
D.P. z # +1 1]
2x — —1 2 _ 14
T+ 3 (2= 3 3z _I_x Tr + _ 902,
12(x+1) \3z—-3 4dx+4 1222 — 12



x+3 2r — 3 3r—1 22— Tr+ 14
: — + = 2022.
3(z—-1) 4(z+1) 12(z—-1)(x+1)

12z +1)
2]
r+3 [(42z-3)(z+1) =3Bz —1)(z—1)+2* Tz +14\
12(x+1) < 12(x — 1)(z + 1) ) = 2022.
[1]
r+3 z—1 B
12(x+1) (12(35 —1)(z + 1)) = 2022.
3]
T+ 3 120 — 1)(x+1)\
12(x+1)'< z—1 )‘2022'
[1]
T+ 3 = 2022
z =2018 € D.P.
2]

Zadatak 3. Odrediti sve prirodne brojeve n ¢ proste brojeve p za koje vazi

n? 4+ p* =100p* + 1 .

Rjesenje. Zapisimo polaznu jednakost u obliku
n? — 1 =100p* — p*, (2 boda)
a nakon rastavljanja na faktore dobijamo
(n—1)(n+1)=p°(10—p)(10+p).  (2boda)

Iz ovog zaklju¢ujemo 10 — p > 0, tj. p < 10, a kako je p prost broj, slijedi
pe€{2,3,5,7}. (2 boda)
Sada racunamo za ove vrijednosti p koliko je n? te dobijamo

n? € {385,820, 1876, 2500}. (2 boda)
Od ovih brojeva jedino je 2500 potpun kvadrat, naime 2500 = 502, prema
tome jedino rjesenje je (n,p) = (50,7). (2 boda)

Zadatak 4. Tacke A, B,C, D povezane su duzima kao na slici. Duzi AB i
BC sijeku duz DE redom u tackama F i G. Ako je ZABC = 20° i /ZDFA =
ZCGE, odrediti ZEAB + ZDFEA.



Rjesenje. Neka je ¢ = /DFA = ZCGE. Uglovi /BFG i ZDFA su
unakrsni pa je
0=/BFG=/DFA .

(2boda)
Uglovi Z/BGF i ZCGFE su takoder unakrsni, pa je
0 =/BGF = /CGE .
(2boda)
Zbir uglova u trouglu je 180°, pa je
180° = ZGBF + /BFG + /BGF = ZABC + 29 = 20° + 2¢
odakle je ¢ = 80°.
(2boda)
Uglovi Z/ZDFA i ZEF A su suplementni uglovi, pa je
/EFA=180° — ¢ = 100° .
(2boda)
Iz trougla AF'E imamo da je
LAFE + /FEA+ ZAEF = 180° .
A kako je /FEFA=/FEABi /ZAEF = Z/DFEA, vrijedi
/EAB+ ZDFEA = 180° — 100° = 80° .
(2boda)



IT razred

Zadatak 1. U jednadzbi
(a—2)2* — (3a —2)x +4a =0
odrediti parametar a tako da ona ima koryene koji se razlikuju za 1.

Rjesenje. a —2 # 0 < a # 2 1]
Po uvjetu zadatka i Vietovih formula dobijamo:

Jfl—l‘g:l

+ 3a — 2
Ty + 1o =
1 2= T
4a
Ty Ty = .
R
2]
Sabiranjem prve i druge dobijamo
2(a—1) a
R )
2]
Uvrstavanjem u trecu
2a@—-1) a da
a—2 a—2 a-—2
2a(a — 1) = 4a(a — 2)
20(3—a)=0&a=0Va=3.
3]

Za a = 0 dobija se jednadzba —2x? + 22 = 0 &iji su korijeni 1 = 1 i 25 = 0.
Za a = 3 dobija se jednadzba x? — 7z + 12 = 0 ¢iji su korijeni 1 = 41 25 = 3.
2]

Zadatak 2. Dokazati da je vrijednost izraza

9 1—a? 1 1+ a2 1
A=(1-a%): -+ a2 - — a2
1—a2 14+ a2




2
jednaka .

1—a
RjeSenje.

A= (1-a?) _11?@“/5 111@_\/5) +1 [
= (1-a): (522 + va) (528 - ﬁ) Y12
R e -
= (1- @) [2Ue  Goauova] |y 2
= (I1-a)(1+a):(1—a)*+1 1]
- Hel- A

Zadatak 3. Pokazati da jednadzba
4?1 — 22 = 2022 — 4day
nema rjesenja u skupu cijelih brojeva.
Rjesenje. Datu jednadzbu mozemo zapisati ovako
4a” + 9 + 4oy — 2 = 2022. (1bod)
Dalje sredujemo:
(27 +y)* — 2% = 2022

2r+y—2)(2r+y+2)=2022. (2boda).

Ako uvedemo smjenu 2x + y = a, dobijamo
(a—2z)(a+2)=2022=2-3-337. (4 boda)

Brojevi a — 2 i a+ z su cijeli i iste parnosti, a u rastavu broja 2022 na proste
faktore imamo samo jedan paran broj (broj 2). (2 boda)

Prema tome kako god formirali sistem

a—z=c¢

a—+ z = co,

gdje je c¢1 - co = 2022 uvijek je jedan od tih brojeva paran a drugi neparan,
odnosno nema rjesenja (a, z) u skupu cijelih brojeva. To znaci da i polazna
jednadzba nema rjesenja (z,y, z) u skupu cijelih brojeva. (1 bod)



Zadatak 4. Duzine stranica trougla ABC su |AB| = 13em, |BC| = 14cm i
|AC| = 15c¢m. Izracunati obim kruznice koja dodiruje stranice AB i AC, a
centar joj je na stranici BC.

Rjesenje.
{' i
i
i
i
i
i
i
i
i
{ B
(2boda)
b 13+14+15
Kako je s = a4 +2 re_oF 5 T 21em, to je primjenjujuc¢i Heronovu
formulu

Paape = \/s(s —a)(s — b)(s — ) = 84em? .

(2boda)
Osim toga je
p _|ABJr _ 13r
AABS = T = 5
|AC|r 157
P = =—.
AACS 5 5
(2boda)

Dalje je
28r
Prape = Paaps + Pracs = - = 14r .



(2boda)
Sada je 14r = 84, pa je r = 6¢m. Dakle, trazeni obim je
O =2rm = 127cm .

(2boda)



ITT razred

Zadatak 1. Rijesiti nejednadzbu

1 1 -
logoxz  logyz —1

1.

Rjesenje. Odredimo prvo oblast definisanosti jednacine, mora biti ispunjeno
x> 0Alogyx #0Alogyx —1+#0,

pajeD,:xz e (0,1)U(1,2)U(2,00).
[2bodal

- logg z+log, x—1

Tog, 2oz, o1 < 0. Tzraz u broj-

Nejednacinu mozemo napisati u obliku
niku je negativan gdje je definisan, dok je

logoz <0zaxze (0,1)1logyx>0zaxe(1,+00),

logoz —1<0zaxe(0,2)ilogyr—1>0zaxe (2 +00).

[2bodal
0 1 2 +00
logetlogye—1 | — | — | - |
log, x -+ |+
logoz — 1 = =+
=+ = |

Tablica 1: Znak
[4bodal

Rjesenje nejednacine je x € (0,1) U (2, +00).
[2bodal




Zadatak 2. Rijesiti jednadzbu

16lfcos2x —9 4 165in2:p .

Rjesenje. Oblast definisanosti jednacine je R. Jednacinu mozemo pisati u
2

obliku 162sin° _ 16sin*z _ 9 — ().
[4bodal

Uvedimo smjenu 16¥°°% = ¢, dobijamo jednacinu t2 — ¢ — 2 = 0, ¢ja su
rjeSenja t; = 2V t, = —1. Pa je dalje 1650° ¢ = 2, rjeSavajuci ovu eksponen-
cijalnu jednacinu dobijamo
9 1 1

:E:Z@sinx:i—.

sin
2

[2boda]

Iz sinz = % dobijamo z; = § + 2kT, xo = %’r + 2km, k € Z, dok je iz
sinx:—%, x3:%+2k’7r, x4:117“+2k7r, k € Z.

[4bodal

Zadatak 3. Odrediti dvije zadnje cifre broja

112922 9111 4 3,

Rjesenje. Dvije zadnje cifre nekog broja mozemo odrediti tako da nadjemo
ostatak pri dijeljenju sa 100, odnosno koristimo ra¢un kongruencija po mo-
dulu 100. (1 bod)

11? = 121 = 21 (mod 100)



11* = (11?)* = 21% = 41 (mod 100)
11° = (11)* - 11 = 41 - 11 = 51 (mod 100)
119 = (11°)2 = 512 = 1 (mod 100). (3 boda)

Sada nalazimo 112022 = 112021042 — (1110)202.. 112 = 112 = 21 (mod 100).
(3 boda)

S druge strane je 21° = 1 (mod 100) pa je 21'' = (21°)? - 21 = 21 (mod 100).
(2 boda)

Dakle 112022 — 21! = 0 (mod 100), (tj. zadnje dvije cifre su 00) i kad dodamo
3 dobijamo konac¢no rjesenje da su zadnje dvije cifre 03. (1 bod)

Zadatak 4. U jednakokrakom trouglu ABC' s tupim uglom pri vrhu C,
podnoZje visine na stranicu BC je tacka D. Odrediti uglove u trougly ABC
ako je

|AB|+|BD|  2v3+3

AC|+|CD| ~ 3

Rjesenje.

(2boda)

Neka je a = |AB|, b = |[AC| = |BC| i |CD| = x. Tada je jednakost
|AB|+ |BD|  2v/3+3
|AC|+|CD| 3

ekvivalentna sa

at+b+z  2V3+3
b+x 3




(2boda)

Dalje je
a a+b+w 1_2\/§+3_1_2\/§
b+x b4z N 3 3
odnosno
b+:v_ 3 _@
a 23 2
(3boda)
b+a

3
Kako je cosff = , to je cosff = g, pa je § = 30°. Osim toga,
x
a+ 20 = 180°, pa je a = 120°. Dakle, uglovi trougla su: 120°, 30°, 30°.

(3boda)



IV razred

Zadatak 1. Cifre trocifrenog broja c¢ine tri uzastopna clana aritmetickog
niza. Posljednja cifra je jednaka zbiru prve dvije, a za 1 je vecéa od njihovog
proizvoda. Koji je to broj?

Rjesenje. 1z uslova zadatka dobijamo sistem od tri jednacine sa tri nepoz-
nate

a+b=c
a-b=c—1
b—a=c—0.

Rjesavanjem prethodnog sistema dobijamo a; = %, bh=1c=5ia =
1, by = 2, co = 3, medutim trazeni broj je abc = 123.

Zadatak 2. U presjecnim tackama prave x + 2y — 10 = 0 ¢ hiperbole

322 — 4y* — 12 = 0 povuéi tangente na hiperbolu. Nacrtati/skicirati pravu i
hiperbolu u koordinatnom sistemu, te napisati jednacine tangenti. Koliki je
ugao izmedu tangenti?
Rjesenje. Rijesimo sistem

x+2y—10=0

322 —4y? — 12 = 0,

rjesenja su (—14,12) i (4, 3).
[2bodal

Jednaéine tangenti hiperbole u datoj tacki sa koordinatama (1, y; ) racunamo
po formuli b*z12 — a’y1y = a®b?, te dobijamo

ty:Tr+8y+2=0ity:x—y—1=0.



[2bodal

Ugao 6 izmedu pravih mozemo izracunati koristeé¢i formulu

ko — k1 . ko — k1
tg = ——— ili tgl = |————
T N hky ® ’1+/<;1/<;2 ’
pa dobijamo
ky—ky 142
tgh=—2 "L T8 15
Ttk 1-1
pa je 0 = 86°11'9".
[2bodal
Grafik
15
Ai1(—14,12)
10
5
As(4, 3)
0
-5
=10
tangenta t;
-15 —— tangenta t;
—— prava
—— hiperbola by Samir Karasulji¢
-15 -10 -5 0 5 10 15

Slika 1: Hiperbola, prava i tangeta

[4boda)




Zadatak 3. Naéi sve parove prirodnih brojeva m,n za koje vrijedi
m!+3=n?.
Rjesenje. Ako je broj m! djeljiv sa 3, tj. ako je m > 3, imacemo da

3| m!+ 3, pa 3| n? odakle slijedi da 9 | n?, paida9|m!+3. (3 boda)
Za m =3, imamo m! +3=9=3% pajen=3. (1 bod).

Za m = 4, dobijamo 4! + 3 = 27, ali 27 nije potpun kvadrat. Takodje za
m =5, broj 5! + 3 = 123 nije potpun kvadrat. (1 bod)

Zam > 6, je m!+3 = 9k + 3, pa m! + 3 nije djeljivo sa 9, sto znac¢i da nema
rjesenja u slucaju kad je m > 6. (3 boda)

Ako broj m! nije djeljiv sa 3, tada je m = 1 ili m = 2. Zam =1 je
m!+3=4=2% pajen =2 Zam=2 nl+3 =5 nije potpun kvadrat. (2
boda).

Dakle, imamo dva rjesenja: m =1,n=21im =3,n = 3.

Zadatak 4. U trouglu ABC' simetrala ugla pri vrhu B sijece stranicu AC u

3
\/ﬁ;

tacki K. Ako je |BC| =2, |CK| =1, |BK| =
ABC.

odredi povrsinu trougla

Rjesenje.

IIII':.
C I K b-1 A



Koristeci kosinusnu teoremu za ACK B dobijamo

IBC]? + |[CK|? — |[BK|? 1
cosy = ———

2|BO||CK| 8

Primjenom kosinusne teoreme za AABC imamo da je

|BC|? 4+ |AC|* — |AB]>  44b*—¢

8T = 2|BC[|AC] T
[zjednacavanjem gornjih jednakosti dobijamo da je
8 +2b% — 2¢* = b.

Kako je BK simetrala ugla ZABC, to je

|AK| B |AB|

ICK|  |OB]|
odnosno

2b—1) =¢,

to iz (1) i (2) dobijamo da je b = g ic=3.

Na osnovu Heronovog obrasca zakljucujemo da je

Prapc = \/s(s —a)(s—=b)(s—c) = %?7

15
dje je s = —.
gdje je s = -

(1bod)

(2boda)

(2boda)

(3boda)

(2boda)



