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Uvodna ryec

UdruZzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je po-
krenulo struéno-metodicki casopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa po-
tjece od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date krive
sijece pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web stranicu
https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis Fuvolventa je namijenjen uéenicima i nastavnicima osnovnih i sred-
njih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi stru¢ne radove
iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i informatike, ali
i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s osnovnim profi-
lom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutaek za zadatke, namijenjenu
ucenicima osnovnih i srednjih §kola. U okviru ove rubrike stalno su prisutni
sljedeci sadrzaji: konkursni zadaci, rjesenja konkursnih zadataka iz prethodnog
broja, zabavna matematika, nagradni zadatak, a povremeno se mogu pojavlji-
vati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih ispita, odnosno
zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u Tuzli i sl. Naj-
bolja pristigla ucenicka rjesenja konkursnih zadataka se objavljuju u narednom
broju casopisa, kao i spisak svih ucenika, rjeSavatelja zadataka, s brojevima us-
pjesno rijesenih zadataka. Za prvo pristiglo, potpuno ta¢no, rjesenje nagradnog
zadatka predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Fvolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matemati¢ara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.umtk.info. U 2018. godini casopis ¢e biti dostupan
bez ogranicenja, a od 2019. godine ¢asopis ¢e biti besplatno dostupan ¢itateljima
koji su ¢lanovi UM TK (o iznosu ¢lanarine detaljnije se moze vidjeti na web
stranici UM TK).

Pozivamo c¢itatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i ¢lanove Udruze-
nja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u casopisu FEwvol-
venta. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici UM
TK.

Urednicki odbor ¢asopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju ko-
legama nastavnicima i asistentima s Odsjeka matematika Prirodno-matematickog
fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u objavljivanju ¢asopisa Evol-
venta.

U Tuzli, 10. februara 2018. godine

Urednistvo
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Diracov problem

Mehmed Nurkanovié®

% Prirodno-matematicki fakultet w Tuzli, Odsjek matematika

Sazetak: U ovom radu je razmatran poznati Diracov problem o tri ribara. RjeSenje problema je
odredeno metodom diferentnih jednadzbi, uzimajudéi jo§ u obzir i zahtjeve nenegativnosti i cjelobrojnosti.
Takoder je dato i rjeSenje opcéenitog Diracovog problema.

Paul Adrien Maurice Dirac, veliki britanski fizicar, roden je 08.08.1902. godine u Bristolu, Engleska, a
umro 20.10.1984. godine u Tallahasseeu, SAD. Otac mu je bio Svicarac, a majka Engleskinja. Najprije je
studirao i diplomirao elektri¢ni inzenjering na Sveucilistu u Bristolu, gdje je zapoceo i studij matematike koji
je kao student-istrazivac, zavrsio 1926. godine. Matematiku je najprije studirao na Sveucilistu u Bristolu, a
kasnije je studij nastavio na Cambridgeu gdje je diplomirao 1926. godine. Tu ¢e i predavati sve do mirovine,
u koju odlazi 1969. godine. Naredne godine je postao jedan od predavaca na St.John’s College, a 1932.
godine postaje profesor matematike na Cambridgeu.

Diracov rad bio je koncentriran na matematicke i teorijske aspekte kvantne mehanike. 1926. godine,
ubrzo nakon Nielsa Bohra, razvio je op¢u teorijsku strukturu za kvantnu mehaniku, a 1928. godine uspio
je stvoriti relativisticki oblik teorije, odnosno relativisticku kvantnu mehaniku koja je opisivala svojstva
elektrona i ispravila neuspjeh Schrodingerove teorije pri objasnjavanju spina elektrona. Teorijski je zakljucio
da postoje anticestice ”antielektroni”, odnosno pozitivno naelektrizirani elektroni koji su kasnije nazvani
pozitroni. Njihovo postojanje je potvrdio i C. D. Anderson 1932. godine. Susret elektrona i pozitrona
dovodi do anihilacije (ponistenja) ove dvije anticestice te do oslobadanja energije u obliku dva fotona (gama
zracenja). Takoder, po Diracovoj teoriji i sve druge ¢estice imaju svoj anti-par ili anticesticu. Godine 1930.
Paul Dirac je objavio Principe kvantne mehanike (eng. The Principles of Quantum Mechanics), djelo koje
je potvrdilo njegov ugled Newtona 20. stoljeca, a 1933. godine je dobio Nobelovu nagradu za fiziku koju je
dijelio s Erwinom Schrédingerom.

Bitno je uociti da je Dirac do svog velikog otkri¢a dosao zahvaljujuéi njegovoj vjeri u povezanost ma-
tematike s fizikom i ispravnost matematickih rezultata ¢ak i kad oni u datom trenutku nemaju fizikalnog
smisla (bududi da se moze raditi o novim, do tada fizici nepoznatim, pojmovima). On je maestralno postavio
matematicku jednadzbu ¢ija rjeSenja u tom trenutku nisu imala fizikalnog smisla, ali su opisivala nepoznatu
Cesticu koja se ne razlikuje od elektrona osim u suprotnom (pozitivnom) elektricnom naboju iste veli¢ine.
Zahvaljujuéi upravo ovakvom ”slobodnom” promisljanju za njega (u mladosti) je vezan i legendarni problem
o tri ribara, koji se u razli¢itim oblicima pojavljivao u mnogim naué¢no-popularnim knjizicama.

1. Diracov problem o tri ribara

Tri ribara su lovila Tibu jedne tamne noéi. Nakon Sto su se umorili oni su legli © zaspali, ne podijelivsi
ulov. U zoru se jedan od njih probudio i, ne Zeleéi da budi drugove, podijelio je ribe na tri jednaka dijela 4

Ciljna skupina: osnovna Skola, srednja skola

Prezentovano na: Seminar Fojnica 2015 (UMTK)

Rad preuzet: 2017.

Email adresa: mehmed.nurkanovic@untz.ba (Mehmed Nurkanovic)
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uzevsi svoj dio, otisao je kuci. Prilikom dijeljenja riba uocio je da mu je jedna riba suvisnom te ju je bacio
u more. Nakon toga probudio se drugi ribar. Ne znajuéi da je prvi ribar otiSao zajedno sa svojim dijelom,
on je takoder podijelio ribe na tri dijela, pri cemu je jednu treéinu odabrao za sebe i otisao. Pri tome je 1
njemu pri dijeljenju jedna riba bila suvisnom te ju je bacio u more. Konaéno se probudio ¢ treéi ribar. Ne
znajuci Sta su uradila druga dva ribara i on je postupio na isti nacin: podijelio je ribe na tri dijela, uzeo sebi
jednu treéinu i pri tome takoder bacio jednu ribu w more koja mu je pri podjeli bila suvisnom. Postavlja se
pitanje: koliko je ukupno riba bilo ulovljeno?

DIRACOV ODGOVOR
”Bilo je ulovljeno ... minus dvije ribe!”

Lahko je provjeriti da je u ovom, neobi¢nom i smjelom odgovoru (kako i prili¢i Diracu) formalno sve
ispravno. Naime, prvi ribar, zaklju¢ivsi da ima minus (!) dvije ribe, jednu ribu ”baca” u more i od preostale
(-3) ribe uzima jednu treéinu, tj. (-1) ribu. Na taj nac¢in ponovo ostaje (-2) ribe, te onda isti postupak prave
i ostala dva ribara.

Zaista bi tesko bilo naéi jednostavniji i elegantniji primjer koji bi tako dobro ilustrirao odvazne ideje
i vjeru u "neshvatljivu efektivnost matematike u prirodnim naukama” (kako se izrazio drugi nobelovac,
americki fizicar U. Vinger), osobine tako svojstvene savremenoj fizici i fizicarima.

Medutim, Diracov problem o ribarima je zanimljiv sam po sebi. PokuSajmo ga rijesiti tako §to ¢emo
uvjete zadatka prevesti u matematicki model, tj. na jezik jednadzbi.

Neka je:

e N = Nj - koli¢ina svih ulovljenih riba,

e N; - koli¢ina riba koje ostaju nakon prvog dijeljenja,
e N - koli¢ina riba koje ostaju nakon drugog dijeljenja,
e N3 - kolicina riba koje ostaju nakon treceg dijeljenja.

Tada je oc¢igledno:

2
Ny = 3 (No—1)
i opc¢enito:
2
Nk;+1 :g(Nk;—].), k:071,2 (1)

Uoc¢imo da je jednadzba (1) linearna diferentna jednadzba prvog reda, koja se moze eksplicitno rijesiti, tj.
moze se dobiti zatvorena formula za svaki ¢lan niza N, k = 1,2, 3, ..., znajuéi pocetni ¢lan niza Ny. Dakle,
jednadzba (1) u opcenitom smislu, bez dodatnih ograni¢enja, ima beskonatno mnogo rjesenja.

Za pocetak rijesimo zadatak bez ogranicenja nenegativnosti (/). Pretpostavimo prvo da su svi Ny,
k=1,2,3,... jednaki jednom te istom broju D. Tada bismo imali

2
D=-(D-1
3 ( ) ’
odakle je D = —2, §to je ”Diracovo rjeSenje”.

No, podsjetimo se ukratko na nacin rjesavanja linearne diferentne jednadzbe prvog reda s konstantnim
koeficijentima (v. [2], [3]), jer je upravo takva jednadzba (1).

Teorem 1.1. Opéenita linearna diferentna jednadzba s konstantnim koeficijentima
Tpy1 =0aTyp+b, n=0,1,2,.. (2)

u slucaju a # 1 ima rjesenje:

b b
n = - 7 " ) = 51727"'
x (xo 1_a>a +1—a n=20 (3)
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Poredeéi jednadzbe (1) i (2), vidimo da je u jednadzbi (1):

2 2
= — b:——
“= 3 3’

pa je njeno rjesenje (koristeéi formulu (3)) dato sa:

_2 ) k _2
W (- 2g) (5) 40
1—-3 3 1-3

odnosno

9 k
Ni = (No +2) <§> -2, k=0,1,2,... (4)

Rijesimo sada Diracov problem uz uvjete nenegativnosti i cjelobrojnosti, tj. zahtijevajmo da su Nj za
k =0,1,2,3 cijeli nenegativni brojevi.

o (jelobrojnost:

Ny, za k = 0,1,2,3 ée biti cijeli brojevi ako i samo ako 32 | (Ng + 2), odnosno ako i samo ako je

No=2In—2, nezZ.

e Nenegativnost:

Broj N3, $to znaci i Ny, za k = 0,1,2, ¢e biti nenegativni ako je
N3 =27 8 2=238 2>0
= n.- — — = &n —
3 27 = )
odnosno ako je n > 1.

Specijalno, najmanje nenegativno rjesenje Nuyin = Nomin = 25 se dobija za n = 1, dok se za n = 0 dobije
Diracovo rjeSenje N = —2. Interesantno je primijetiti da je

2\ F
(No +2) (g) —2] =-2,
za bilo koje Ny = N.

Razmotrimo sada Diracov problem u opéenitoj formi.

lim N, = lim
k—o00 k—o0

2. Opéeniti Diracov problem

Neka je ribara bilo r i pri svakom dijeljenju na r jednakih dijelova neka su oni bacali q suvisnih riba
u more (q < r). Koliko je u ovom slucaju bilo ulovijenih riba (u realnom smislu, tj. ukljucujudi uvjete
cjelobrojnosti i nenegativnosti)?

Odgovarajuéi matematicki model (oznake imaju zna¢enje kao i u slu¢aju osnovnog Diracovog problema)
je oblika:

Nit1 = (1 - %) (N —q) ,

odnosno

1 1
Nk+1=(1——)Nk—(1——>q, k=0,1,2,... (5)

T r
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U posljednjoj jednadzbi (5) je

1 1
a=1—— b(l—)q,
r r

pa, koriste¢i formulu (3) za rjesenje diferentne jednadzbe, imamo:

odnosno:

1

k
Ni=[No+q(r—1)] (1—;) —q(r—1), k=0,1,2,..

Rijesimo sada opceniti Diracov problem uz uvjete nenegativnosti i cjelobrojnosti, tj. zahtijevajmo da su Vg
za k =0,1,2,...,r cijeli nenegativni brojevi.
o (jelobrojnost:
N zak=0,1,2,...,r ¢e biti cijeli brojevi ako i samo ako r" | [Ny + ¢ (r — 1)], odnosno ako i samo ako

Je

No=nr"—q(r—1), nezZ.

e Nenegativnost:

Broj N.., 8to znacii Ny za k =0,1,...,r — 1, ¢e biti nenegativni ako je

(r—1)"

N, =nr"- -
r

—q(r=1)=n(r-1)"-q(r-1)=0,

q

odnosno ako je n >
(r—1

— in€eZ.

Literatura

(1] I. Kamishko: Paul Dirac and the problem of three fishermen, Kvant, 9 (1982), 3p (in Russian).

[2] M. Nurkanovié: Diferentne jednadzbe - Teorija i primjene, Denfas, Tuzla, 2008.

[3] M. Nurkanovié¢, Z. Nurkanovié¢: Linearne diferentne jednadzbe - Teorija i zadaci sa primjenom, PrintCom, Tuzla 2016.
[4] http://hr.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac
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Osnovni principi i metode prebrojavanja

Hasan Jamak?®

% Prirodno-matematicki fakultet Sarajevo, Odsjek za matematiku

Sazetak: U okviru ovog rada razmatraju se osnovni principi i metode odredivanja broja elemenata
konac¢nih skupova: princip bijekcije, princip sume i proizvoda, metoda iskljuc¢ivanja i ukljucivanja, princip
dvostrukog prebrojavanja i metoda rekurzivnih relacija.

Prisjetimo se da je funkcija f : A — B bijekcija ako i samo ako je injektivna i sirjektivna. Neprazan skup
A je konacan, ako za neki prirodan broj n postoji bijekcija f : {1,2,...,n} — A. U tom slu¢aju kazemo da
skup A ima n elemenata. Broj elemenata konaénog skupa A oznatavamo sa |A|. Prazan skup je konacan.
Dva neprazna konacna skupa sadrze jednak broj elemenata ako i samo ako postoji bijekcija f : A — B.
Zbog toga se moze koristiti bijekcija da bi se ispitalo koliko elemenata ima neki skup.

1. Princip bijekcije

Teorem 1.1 (Princip bijekcije). Neka su dati konacni skupovi A i B. Ako postoji bijekcija f : A — B,
tada je |A| = |B].

Primjer 1. Koliko ¢lanova ima niz 3,8,13,18,...,118,1237

RjeSenje: Stavimo A = {3,8,13,...,118,123}. Potrazimo prirodan broj k takav da postoji bijekcija
Fi{1,2,...,k} = A, gdjeje B={1,2,...,k}. Kakoje8—3=5,13—8 =5, 18— 13 =5, ..., 123— 118 = 5,
to je u pitanju djeljivost sa 5. Kakoje3=0-3+3,8=1-5+3,...,123 = 24-5+ 3, definisimo preslikavanje
fA{L,2,...,25} = Arelacijom i — 3+ (i — 1) -5 (¢ € B). Prema definiciji preslikavanja f odmah se vidi
da je f sirjektivno preslikavanje, tj. da je svaki element skupa A slika nekog elementa skupa B. Ispitajmo
injektivnost preslikavanja f. Neka su ¢,j € B takvi da je f(i) = f(j). Tadaje3+ (i —1)-5=3+(j —1)-5.
Odavde slijedi i = j, pa je f injektivno preslikavanje. Dakle, preslikavanje f : {1,2,...,24} — A je bijekcija,
pa je |A| = |B| = 25.

Mogli smo raditi i ovako: (123 —3):5+1=24+1=25.0

Primjer 2. Koliko ¢lanova niza 1, 3,5, 7,..., 995, 997, 999 je djeljivo sa 77
RjeSenje: Iz datog niza izdvojimo sve one ¢lanove koji su djeljivi sa 7:

7,21, 35,49, ..., 973, 987 ,

Ciljna skupina: srednja Skola

Prezentovano na: Seminar Fojnica 2015

Rad preuzet: 12.12.2017.

Email adresa: hjamak@pmf .unsa.ba (Hasan Jamak)
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ili drugacije napisano,
7-1,7-3,7-5,...,7-139, 7-141.

Dakle, svaki ¢lan ovog niza je proizvod broja 7 i neparnog broja. Treba odrediti broj elemenata ovog skupa.
Kako je 139 = 2-70—11 141 = 2-71—1, to mozemo posmatrati preslikavanje f(a) = 7(2a—1) za svako a € A,
gdjeje A =1{1,2,...,70,71}. Ovo preslikavanje je bijekcija izmedu skupova Ai B = {7,21,35,...,139,141}.
Zato je |B| = |A| = 71. Dakle, u datom nizu imamo 71 ¢lan sa datom osobinom. O

Primjer 3. Neka trougao ABC ima duZine stranica a, b i ¢ koje su prirodni brojevi i za koje vrijedi a <
b < c. Izraziti broj takvih trouglova u funkciji prirodnog broja b.

RjeSenje: Primijetimo prvo, ako su duzine stranica raznostrani¢nog trougla prirodni brojevi, onda ni
jedna stranica trougla ne moze imati duzinu 1. Naime, pretpostavimo suprotno, tj. da postoji raznostranic¢ni
trougao sa stranicama 1 < b < ¢, gdje su b i ¢ prirodni brojevi. Kako je b < ¢, onda je b+ 1 < ¢. S druge
strane, svaka stranica trougla manja je od zbira druge dvije stranice, pa je ¢ < b+ 1. Dakle, c < b+ 1 < ¢,
§to povlaci ¢ < c. Kontradikcija.

Prema uslovu zadatka vrijedi 1 < a < b < ¢. Kako je zbir dvije stranice trougla veéi od trece, to je
a+b>cpajeb<c<a+btj b+1<c<a+b-—1,pricemujel <a<b—1. Prema prvom dijelu
dokaza je a > 2. Dakle, 2 <a<b—1ib+1<c¢<a+b—1.Za jedno a postoje (a+b—1)—b=a—1
moguénost. Ukupan broj takvih trouglova je

b—1
2(a1)1+2+3+-~+(b2)w.

Specijalno, za b = 6 imamo
T<c<a+b 1 1<a<5h.

Za jedno izabrano a € {1,2,3,4,5} stranica ¢ moze uzeti ((a +5) —7) + 1 = a — 1 vrijednosti.
Zaa=2jea—1=1, pacima jednu vrijednost ¢ = 7.
Za a=3jea—1=2 pacima dvije vrijednostiito: c=71ic=38.
Zaa=4jea—1=3, pacima tri vrijednostiito: c=7,¢c¢=8ic=09.
Za a=>5jea—1=4, pacima cetiri vrijednostiito: c=7,c¢=8,c¢=91ic=10.
Prema tome, trazenih trouglova ima:

1+2+3+4=10.
Duzine stranica tih trouglova date kao uredene trojke su:

(2,6,7),(3,6,7),(3,6,8), (4,6,7), (4,6,8), (4,6,9), (5,6,7), (5,6,8), (5,6,9), (5,6, 10) .

2. Princip sume i princip proizvoda

Pretpostavimo da treba odrediti broj elemenata nekog skupa. Prirodna ideja je taj skup podijeliti u
nekoliko manjih skupova, tako da se svaki element skupa A nalazi u ta¢no jednom od tih dijelova.

Teorem 2.1 (Princip sume). Neka su A1, As, ..., A, konacni skupovi koji su po parovima disjunktni, tj.
za sve 1 <i# j <n ovrijedi A; N A; = 0. Tada je

|A; U AU~ U Ay| = |[Ax] + |As| + - + |Aul.
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Ponekad je skup kojem zelimo odrediti broj elemenata direktan proizvod nekoliko drugih konaé¢nih proizvoda.
Broj elemenata u takvom skupu dobijamo pomocu principa proizvoda.

Teorem 2.2 (Princip proizvoda). Neka su Ay, As, ..., A, konacni skupovi. Tada je
|A1 XA2 X - XAn| = |A1| . ‘A2||An|

Primjer 4. U nekoj ucionici se nalazi 5 ucéenika prvog, 6 ucenika drugog, 7 ucenika treég ¢+ 8 ucenika
cetvrtog razreda. Na koliko nacina se iz te ucionice mozZe odabrati:

(a) jedan ucenik (bilo kojeg razreda)?
(b) po jedan ucenik iz svakog razreda?

Rjesenje: Neka je A skup ucenika prvog razreda, B skup ucéenika drugog razreda, C' skup ucenika treceg
razreda i D skup uéenika Cetvrtog razreda. Skupovi A, B,C' i D su disjunktni.

(a) Izbor jednog ucenika iz posmatrane u¢ionice ustvari je izbor jednog elementa iz skupa AUBUC UD.
Na osnovu principa sume je

[AUBUCUD|=|A|+|B|+|C|+|D|=5+6+7+8=26.

Dakle, jednog ucenika bilo kojeg razreda mozemo izabrati na 26 nacina.
(b) Izbor po jednog ucenika iz svakog razreda je izbor jednog elementa iz skupa A x B x B x C' x D. Na
osnovu principa proizvoda, zaklju¢ujemo da je broj mogucih izbora jednak

[Ax BxBxCxD|=|A|-|B|-|C|-|D|=5-6-7-8=1680.
O
Primjer 5. Navedimo nekoliko zadataka koji se rjeSavaju principom sume ili principom proizvoda.

1. Na koliko nacina se na Sahovskoj tabli 8 x 8 moze odabrati jedno bijelo i jedno crno polje? Isto pitanje,
ali sada trazimo da odabrana polja budu u razli¢itim vrstama i kolonama?

2. Kvadrat stranice n je pomoéu pravih koje su paralelne stranicama kvadrata podijeljen na n? kvadrata
stranice jedan. Koliki je ukupan broj kvadrata na toj slici?

3. Na koliko na¢ina mozemo postaviti figuru kralja na jedno polje Sahovske table 8 x 8, a zatim odigrati
potez?

Rjesenje: 1. Ako je C skup crnih a B skup bijelih polja na sahovskoj tabli, vrijedi |C| = |B| = 32.
Izbor jednog crnog i jednog bijelog polja je izbor elementa iz C' x B, pa je broj nacina da se to uradi jednak
32-32 = 1024. Ako zelimo da odabrana polja nisu u istoj vrsti ili koloni, tada crno polje biramo kao i ranije
na 32 nacina, dok bijelo polje mozemo odabrati na 32 —8 = 24 nacina. Koriste¢i princip proizvoda dobijamo
da je broj izbora koje trazimo jednak 32 - 24 = 768.

2. Pretpostavimo da je posmatrani kvadrat [0, n] x [0, n] u koordinatnom sistemu. Neka je S trazeni skup
svih kvadrata. Sa Sy oznacimo podskup od S koji ¢ine kvadrati ¢ija je stranica duzine k. Lako je primijetiti
da je S disjunktna unija skupova Sy, So,...,Sy,.

Kvadrat stranice k je potpuno odreden ako znamo koordinate (i, j) donjeg lijevog tjemena. Tada je gornje
desno tjeme (i + k, j + k). Kako se kvadrat stranice k nalazi u kvadratu [0,n] x [0,n], to je 0 < 4,5 < n i
0<i+kj+k<n,paje0<i,j<n-—k,tj tacka (¢,7) je tjeme takvog kvadrata ako i samo ako

(i,7) €{0,1,...,n —k} x {0,1,...,n — k}.

Na osnovu principa proizvoda dobijamo da je |Sk| = (n — k + 1)2. Kako je S disjunktna unija skupova
51,59, ...,5,, to na osnovu principa sume imamo

IS| = |Sn] + [Spe1] + -+ + |G| + [S1] =12+ 27+ + (n — 1)® + n?,
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odnosno

15| = n(n + 1)6(2n+ 1).

3. Iz svakog od cetiri ugaona polja kraljem se mogu povuéi po tri poteza; iz svakog od preostala 24
polja na rubu table moze se povuéi pet poteza; iz ostalih 36 polja, koja nisu na rubu table, kraljem se moze
odigrati po osam poteza. Kombinuju¢i metode sume i proizvoda, dobijamo da je trazeni broj poteza

4-3+24-5436-8 =12+ 120+ 288 = 420.

O

3. Metoda ukljuéivanja i iskljucivanja
Teorem 3.1. Neka su A, As, ..., A, podskupovi konacnog skupa S. Tada vazi sljedeéa formula ukljucivanja

1 iskljucivangja:

n
[ATUAs U UA =Y A= Y Jan4— > JAnAnAl+-+
j=1 1<i<j<<n 1<i<j<k<n
+ (=" HA N A NN Ay

Na primjer, za n = 2 imamo |AU B| = |[A| + |B| — |[AN BJ, a za n = 3 imamo
[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—-|CNAl+|AnBNC|.

Primjer 6. U razredu ima 21 ucenika. Sedamnostorica imaju cetvorku iz fizike, devetnaestorica imaju
cetvorku iz biologije, petnaestorica imaju cetvorku iz matematike © osamnaestorica imaju peticu iz hemije.
Dokazati da bar Sestorica ucenika imaju petice iz sva Cetiri predmeta.

RjeSenje: Neka su: F,B,M i H skupovi ucenika koji imaju petice iz fizike, biologije, matematike i
hemije, respektivno. Nadalje, neka je S skup svih uéenika tog razreda. Ocigledno su skupovi FUBi M UH
podskupovi skupa S. Tada je

|S| > |FUB|=|F|+|B|—|FnB|.
Odavde je
|FNB| > |F|+|B|—|S]=17+19 — 21 = 15.
Dakle, bar petnaestorica ucenika imaju peticu iz fizike i biologije. Anaogno, iz S O M U H, slijedi
S| > [MUH|=[M|+|H| - |MnNH|,
pa je
|[MNH|>|M|+|H|—|S|=15+18—-21 = 12.

Dakle, bar dvanaestorica ucenika imaju odli¢ne ocjene iz matematike i hemije.
Neka je T'=(FNB)U(MNH). Tada je T C S, pa je |T| < |S|. Dakle,

S| > |T| =|FNB|+|MnH|—|(FNB)n(MnH)|
> 15+ 12— |(FNB)N (M nH)|.

Odavde je
[FNBNMNH|>154+12—|S|=27-21=6.

Dakle, bar Sestorica uc¢enika imaju odli¢nu ocjenu iz sva Cetiri predmeta. O
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Primjer 7. Lewis Caroll, pravim imenom Charles Lutwidge Dogston je bio engleski pisac i matematicar,
Gije su dvije priceV? o Alisinim pustolovinama u cudesnom svijetu postale sastavni dio djecije Skolske
lektire, u jednoj pripovjetci daje ovakav zadatak: 7U Zestokoj borbi 70 od 100 gusara izgubilo je jedno oko,
75 jedno uho, 80 jednu ruku i 85 jednu nogu. Koliko je najmangje gusara izgubilo i oko, i uho, i ruku i i nogu
istovremeno?” Odgovorite na ovo pitanje.

RjesSenje: Neka je S skup svih gusara, A skup gusara koji su izgubili jedno oko, B skup svih gusara koji
su izgubili jedno uho, C skup svih gusara koji su izgubili jednu ruku i D skup svih gusara koji su izgubili
jednu nogu. Kao u prethodnom zadatku posmatramo skupove AU B i C'U D i na osnovu datih podataka
zakljuéujemo da je |[AN B| > 451 |C' N D| > 65. Tada je

JANBNCND|>|ANB|+|CND|—|S| > 45+ 65— 100 = 10.

Dakle, bar 10 gusara je izgubilo po jedno oko, uho, ruku i nogu istovremeno. O

4. Dvostruko prebrojavanje

Ako elemente nekog skupa X prebrojimo na dva razli¢ a¢ina (ali oba puta ta¢no!), svakako moramo dobiti
isti rezultat. To je suStina metode dvostrukog prebrojavanja. Posmatrajmo sljedeéi jednostavan primjer.

Primjer 8. Koliko ima dijagonala u konveksnom n-touglu?

RjeSenje: Neka je d, trazeni broj dijagonala. Ako je V skup tjemena, a D skup dijagonala u n—touglu,
vrijedi |V| =n i |D| = d,,. Uotimo skup

X ={(v,d) |veV;de D;dsadrzi v} CV x D.

Primijetimo da je svako tjeme iz V sadrzano u tac¢no n — 3 dijagonale i da svaka dijagonala sadrzi ta¢no
dva tjemena. Ako u paru (v,d) € V prvo odaberemo tjeme v, pa onda dijagonalu koja ga sadrzi, dobijemo
| X|=n(n—23).

Ako prvo odaberemo dijagonalu, pa onda tjeme koje je pripada toj dijagonali dobi¢emo |X| = 2d,,. Stoga
je X =n(n —3) = 2d,, odnosno d,, = @ ad

Formalno, metodu dvostrukog prebrojavanja iskazujemo sljede¢om teoremom.

Teorem 4.1 (Metoda dvostrukog prebrojavanja). Neka su dati skupovi A = {a1,as,...,a,} i B =
{b1,b2,...,b;m} i neka je S C Ax B. Dalje, neka je v; = |{(z,y) € S|x =a;}| za svei=1,2,...,n, odnosno
yj = |(z,y € S|y =b;}| za sve j =1,2,...,m. Tada je

n m
i=1 j=1

Primjer 9. (Republicko takmicenje w SRBiH) Dato je m tacaka unutar n—tougla (n > 3) medu kojima
nikoje tri nisu kolinearne. Ove tacke i tjemena n—tougla su povezane nepresjecajuéim duZima i dijele mno-
gougao na trouglove. Odrediti broj trouglova.

Rjesenje: Kao osnov za brojanje trouglova koristi¢emo zbir uglova u trouglu. Neka je k broj trouglova.
Zbir uglova u ovih k trouglova je k - 180°. Svaka od m ta¢aka je tjeme nekoliko trouglova. Zbir svih uglova
¢ije je tjeme u toj tacki je 360°. Kako imamo m tacaka, to je zbir uglova m-360°. Ostalo nam je da odredimo
zbir uglova trouglova ¢ija se tjemena nalaze u tjemenima n—tougla. Taj zbir jednak je zbiru unutrasnjih
uglova mnogougla, tj. (n—2)-180°. Prema tome ukupan zbir uglova ovih trouglova je m-360°+ (n—2)-180°.
Kona¢no imamo

k-180° = m - 360° + (n —2) - 180" .
Odavde je k=2m+n—2. 0

D Alisa u zemlji ¢udesa
2) Alisa s one strane ogledala
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Primjer 10. (IMO1998) Na takmicenju ucestvovalo je a takmicara i b sudija, pri cemu je b > 3 neparan
prirodan broj. Svaki sudija ocjenjuje svakog takmicara sa "prosao” ili "pao”. Neka je k broj takav da se za
svaku dvojicu sudija nyphove ocjene poklapaju kod najvise k takmicara. Dokazati da je

kE_b—-1
2>
a 2b

RjeSenje: Brojat ¢emo ukupan broj poklapanja kod svih parova i svih takmicara. Broj sudija je b, pa
je broj parova sudija (g) Svaki par sudija se slaze kod najvise k takmicara, pa ukupan broj poklapanje ne
prelazi broj k - (g) S druge strane, ako za i—tog takmicara z; sudija glasa za prolaz, a b — z; sudija za pad,

Zq

onda broj poklapanja na ovom takmicaru je (%) + (*”). Ukupan broj poklapanja je

2[G)+ (2]

pri ¢emu je

ZT; + b—l‘i _2%‘?—2[)1‘14—()2—[)
2 2 B 2 '

Funkcija 222 — 2bx + b% — b je parabola i njena najmanja vrijednost je u tjemenu, tj. za = = %. Kako je

b neparan prirodan broj, to % nije cio broj, a z; je cio broj. Zato izraz 2x? — 2bx; + b*> — b dostize svoj

minimum na prirodnom broju koji je najblizi broju %. To su brojevi b*Tl i %. Stavimo b = 2r + 1. Tada je
b—1

—5 =T, paje

() () (3) )52

Ukupan broj poklapanja je

i K?) - (b;%ﬂ = iTQ =ar’ = aw_

=1

Prema tome,

k<b>>a(b—1)2 kb(b—1) (b—1)2

< R
2 1 2 ~%7g

odnosno % > bz_—bl, Sto je i trebalo dokazati. O

5. Rekurzivne relacije

Nas zadatak je odrediti neki niz cijelih brojeva (a,) n € N. Jedan od efikasnih naé¢ina da to uradimo
je da pronademo formulu koja svaki ¢lan tog niza izrazi pomoc¢u jednog ili visene prethodnih ¢lanova niza.
Takva formula se naziva rekurzivna relacija za niz (a,) n € N.

Primjer 11. (Broj podskupova datog konacanog skupa). Koliko podskupova ima skup od n elemenata?

RjeSenje: Kako nam za broj podskupova nije bitna priroda elemenata posmatranog skupa, pretposta-
vimo da brojimo podskupove skupa S = {1,2,...,n}. Neka je A,, skup svih podskupova skupa {1,2,...,n},
i neka je a, = |An|. Sve podskupove skupa {1,2,...,n} mozemo podijeliti u dvije grupe s obzirom na to da
li sadrze broj n ili ne. Neka je U skup svih podskupova skupa S koji ne sadrze element n, a V skup svih
podskupova koji sadrze broj n kao svoj element. Tada je A,, = U UV. Kako su skupovi U i V disjunktni, to
je |An| = U+ [V].
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(a) Elementi skupa U su svi podskupovi skupa {1,2,...,n — 1}. Stoga, takvih podskupova ima a,_1.

(b) Neka je A proizvoljan element skupa V. Tada je n € A i skup A\ {n} je element skupa U. Zbog toga
preslikavanje f : A — A\ {n} je preslikavanje skupa V u skup U. Pokazimo da je ovo preslikavanje bijekcija.
Neka su A i B elementi skupa V takvi da je f(A4) = f(B), tj. A\ {n} = B\ {n}. Tada je

A=A\ {n})U{n} = (B\{n})U{n} = B.

Dakle, preslikavanje f je injekcija.
Neka je C proizvoljan element skupa U. Tada n ¢ U, pa je C' U {n} € V. Odavde slijedi

f(CU{n}) = (CUf{n})\{n} =C.

Dakle, C je slika nekog elementa skupa V. Kako je C' bio proizvoljan element skupa U, to je preslikavanje f
sirjektivno. Dakle, preslikavanje f : V — U sirjektivno. Tada je |V| = |U| = an—1.
Dakle, za sve n > 1 vrijedi a,, = 2a,,—1. Odavde je

an =20n_1 =2 (2an_2) = 2%ay o =2%a, 3=...=2""ta; .

Kako je ay broj podaskupova skupa {1}, to je a; = 2, jer su ) i {1} jedini podskupovi skupa {1}. Kona¢no
jea,=2".0

Primjer 12. Triangulacija konveksnog mnogougla je podjela tog mnogougla na trouglove pomocu nepresije-
cajucih dijagonala, tj. duZi koje spajaju njegova nesusjedna tjemena. Za dvije triangulacije nekog mnogougla
kazemo da su razlicite ako bar jedna od njih sadrzi trougao kojeg druga me sadrzi. Odredimo broj razlicitih
triangulacija n—tougla.

Rjesenje: Trougao ima jednu triangulaciju. Cetverougao ABCD ima dvije triangulacije. Prva triangulacija
se dobije pomocu dijagonale AC koja ¢etverougao dijeli na trouglove ABC i ACD. Druga triangulacija se
dobije povlacenjem dijagonale BD koja dijeli cetverougao na trouglove ABD i BCD.

Razmotraimo sada opS$ti slucaj. Neka je A1As...A, n—tougao. Oznacimo sa T, broj triangula-
cija n—tougla. Posmatrajmo trougao A;ArA,, gdje je 1 < k < n proizvoljan. Ovaj trougao dijeli
n—tougao na mnogougle A1 As ... Ax 1 ApAgy1 ... An. Prvi mnogougao ima k strana, a drugi mnogougao
ima n + 1 — k strana. Broj triangulacija k—tougla Ay As ... A je Ty, a broj triangulacija mnogougla
AgAkyq ... Ay je Tha1—k- Neka je S1 skup svih triangulacija k—tougla, a Sy skup svih triangulacija mnogo-
ugla ApAgi1 ... An. Posmatrajmo skup P, = S7 X So x {A1Ar A, }. Ovaj skup ima Ty, - 41—k - 1 elemenata.
Ako je (S1,S2,{A1ArA,}) neki element skupa Py, onda je S; U Sy U {A1AxA,} jedna triangulacija datog
mnogougla. Prema tome, triangulacija mnogougla odredenih dijagonalama A; Ay i A, Ay je T - Ty 41— Da
bismo odredili sve triangulacije moramo pustiti da se k kreée od 2 do n — 1, pa dobivene rezultate sabrati.
Tako imamo

T, =TT, 1+ 15T o +TuTyp—3+ ...+ Tph_1T5. (1)

U ovoj formuli se javljaju broj 75 koji prema definiciji treba da predstavlja broj triangulacija 2—ugla. Kako
dvougao nije mnogougao, to nam broj T, nije definisan. U sumi se T3 javlja dva puta, jednom za k = 2 i
drugi put za k = n— 1. U prvom slu¢aju se mnougougao dijeli na trougao A; As A,, i n—1-ugao Az A3 ... A,.
U ovom slu¢aju broj triangulacija odgovara broju triangulacija mnogougla AsAs ... A,, tj. jednak je T, _1.
Na isti nac¢in se pokaze da je i u drugom slucaju broj triangulacija jednak brju traiangulacija (n — 1)-tougla
A1As ... A,_1, ataj broj je T,,—1. Prema tome mozemo definisati da je To = 1 pa formula (1) ima smisla i
izrazava rekurzivnu relaciju za odredivanje broja triangulacija n—tougla.
Iz ove formule se nalazimo: T35 = 1,7y = 2,75 = 5,1 = 14. O

Literatura

[1] C.C. Chen, K.M. Koh: Principles and Tehniques in Combinatorics, Word Scientific, Singapore - New York-London-Hong-
Kong, 1992.

(2] H. Jamak: Matematicki olimpijski kutak 1, Graficar promet d.o.o. Sarajevo, 2016.

(3] D. Jojié: Elementi enumerativne kombinatorike, Nasa knjiga, Beograd, 2011.

[4] L.K. Ho, L. T. Wing, L.K. Yin: Double Counting, Mathematical Excallibur, Vol. 13, No. 4, 2008.



EVOLVENTA (JAMTK) 1(1) (2018), 13-16 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://www.umtk.info

Broj elemenata skupa

Enes Duvnjakovié¢!

% Prirodno-matematicki fakultet w Tuzli, Odsjek matematika

Sazetak: Odredivanje broja elemenata konaénih skupova svodi se na njihovo prebrojavanje. Medutim,
kada se radi o beskona¢nim skupovima, problem je mnogo slozeniji. Tada se susre¢emo sa dosta neocekiva-
nih i iznenadujuéih situacija. U ovom radu dat je osnovni pregled nacina prebrojavanja skupova sa
beskona¢no mnogo elemenata.

1. Uvod

Ljudi su oduvijek imali potrebu da odrede koliko elemenata ima u nekom skupu, odnosno da spoznaju
da li u nekom skupu ima viSe elemenata ili ima jednako elemenata u odnosu na neki drugi skup. Primjecéivali
su da svi imaju jednak broj ruku, jednak broj o¢iju, da na lijevoj i desnoj ruci imaju jednak broj prstiju.
Na primjer, ako spojimo dlanove, primijeti¢emo da svaki prst sa lijevog dlana nalijeze na ta¢no jedan prst
sa desnog dlana (mali na mali, palac na palac itd.). Iz toga se moze zakljuciti da na lijevoj ruci ima jednako
prstiju kao i na desnoj ruci.

2. Ekvipotentni skupovi

Da bi nam ovo razmisljanje bilo jasnije, razmotri¢emo jo$ jedan primjer. Neka je u ucionici sljedece
stanje: ”Svi ucenici sjede na stolicama, svaki u¢enik sjedi samo na jednoj stolici i na svakoj stolici sjedi
samo jedan ucenik”. Iz ove situacije se moze zakljuciti da imamo uéenika jednako koliko i stolica. O¢igledno
ovdje se radi o bijektivnom preslikavanju skupa ucenika na skup stolica (svakom ueniku odgovara tacno
jedna stolica i svakoj stolici odgovara ta¢no jedan ucenik). Spoznaju iz ovog primjera da¢emo u obliku
definicije za opsti slucaj:

Definicija 2.1. Za skupove A i B kaZemo da su ekvipotentni i pisemo A ~ B, ako i samo ako postoji
bijekcija f : A — B.
Nije tesko uociti da za bilo koje skupove A, B i C vrijedi:

a) A~ A
b) A~B=B~A
c) (A~~BiB~C)=A~C

Navedene tri osobine ustvari znace da je relacija ”biti ekvipotentan” relacija ekvivalencije. Za skupove
A i B kazemo da pripadaju istoj klasi ako je A ~ B.

Ciljna skupina: srednja skola
Prezentovano na: Seminar Fojnica 2015 (UMTK)
Rad preuzet: 12.12.2017.
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Definicija 2.2. Svakoj klasi ekvivalencije relacije ~ pridruzujemo broj koga nazivamo kardinalni broj. Svaki
skup iz iste klase ima isti kardinalni broj, Sto éemo zapisivati sa card(A) ili k(A).

Dakle, za skupove A i B vrijedi card(A) = card(B) ako i samo ako je A ~ B. Tada za skupove A i B
kazemo da imaju istu moc.

Vidjeli smo kada dva skupa imaju jednak broj elemenata. U sljede¢oj definiciji da¢emo odgovor na
pitanje: kada neki skup ima manje ili jednako elemenata od nekog drugog skupa?

Definicija 2.3. Skup A ima kardinalni broj mangi ili jednak od kardinalnog broja skupa B ako i samo ako
postoji B’ C B takav da je card(A) = card(B ).

Sada direktno slijedi tvrdjenje:
Ako je X CY onda je card(X) < card(Y) . (1)

Neka je N = {1,2,...,k}. pocetni komad skupa prirodnih brojeva duzine k. Jasno je da je card(Ny) = k.
Za ¢itaoca koji ima odredena predznanja o bijektivnim funkcijama bilo bi interesantno pokazati da je:

a) [a,b] ~ [c,d], gdje su ovo proizvoljni zatvoreni intervali (segmenti) u skupu realnih brojeva.
b) [0,1] ~ (0, 1)

¢c) A~BiC~D tadaje AxC~BxD.

3. Konaéni i beskonacni skupovi

Iz svega do sada rec¢enog vidimo da prebrojavanje elemenata skupa nije neki veliki problem u sluc¢aju
konaé¢nih skupova. Da se prvo dogovorimo kada neki skup smatramo konaénim skupom.

Definicija 3.1. Za skup A kaZemo da je konacan skup ako i samo ako postoji prirodni broj k tako da je
Ni ~ A.

Jasno da je tada card(A) = k. Pogledajmo jedan primjer, u literaturi poznat kao Dirichletov princip
golubnjaka, koji se sastoji u sljede¢em: ako imamo n kaveza u golubnjaku i ako u golubnjak doleti n + 1
golub, onda ¢e u bar jednom kavezu morati biti bar dva goluba. Ovo znaci da se skup golubova koji ima
n + 1 elemenata ne moze bijektivno preslikati na skup kaveza koji ima n elemenata. Poopstavanjem ovog
primjera dolazimo do jedne vazne karakterizacije kona¢nih skupova.

Teorem 3.2. Skup A je konacan ako i samo ako ne postoji skup B C A takav da je A ~ B.

Dakle, konacan skup se ne moze bijektivno preslikati na svoj pravi podskup.Naravno, u slu¢aju skupova
sa beskonatno mnogo elemenata stvari ¢e se zakomplikovati. Jedan od poznatih skupova sa beskonaéno
mnogo elemenata je skup prirodnih brojeva N. Broj elemenata skupa prirodnih brojeva ozna¢avamo sa
Ng (alef - prvo slovo hebrejske azbuke). Neke od osobina beskonaénih skupova najbolje éemo vidjeti kroz
sljede¢i primjer, poznat kao Hilbertov paradoks.

Zamislimo hotel sa beskona¢no mnogo soba, numerisanih redom po prirodnim brojevima. Sobe su
jednokrevetne i hotel je u cijelosti popunjen. Jednog dana dode gost koji trazi slobodnu sobu. Recepcioner
hotela je brzo reagovao i javio svim gostima da se presele u susjednu sobu sa brojem veé¢im za jedan od broja
njihove sobe (1 u 2,2 u 3,3 u4, ...). Tako je recepcioner uspio osloboditi sobu broj 1. Malo veéi problem se
pojavio kada se pojavio autobus sa beskona¢no mnogo putnika (numerisani redom po prirodnim brojevima)
koji su trazili smjestaj u hotelu. Taj problem recepcioner je rijesio tako sto je javio svakom gostu da iz svoje
sobe preseli u sobu sa duplo veéim brojem (1 u 2, 2 u 4, 3 u 6, ...). Na taj nac¢in je oslobodio sve sobe sa
neparnim brojevima i u njih smjestio novopridosle goste (prvi gost u sobu 1, drugi gost u sobu 3, tre¢i gost
u sobu 5, ...). Iz ovog primjera jasno mozemo prepoznati jednu karakterizaciju beskona¢nih skupova.
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Definicija 3.3. Skup A je beskonacan ako i samo ako postoji skup B C A takav da je A ~ B.

Sada se mozemo i na matematicki nacin uvjeriti da je skup prirodnih brojeva beskonacan. Naime, sa Ny, i
Ns,,—1 oznac¢imo skupove parnih, odnosno neparnih prirodnih brojeva. Jasno je da vrijedi Ny, C N4 Ny, C
N.

Lako se provjerava da su sa funkcijama f(2n) = n i g(2n — 1) = n zadane bijekcije sa skupova Na,, i Ng,,
u skup N, pa vrijedi Ng,, ~NiNy, ;1 ~N.

Definicija 3.4. Za skup A kaZemo da je prebrojiv ili izbrojiv ako i samo ako je A ~ N.

Za dokazivanje da dva skupa imaju istu mo¢ veoma je korisno poznavati sljedeéu tvrdnju (Cantor-Bernstein
teorem):

Teorem 3.5. Neka za proizvoljne skupove A, B, C i D wvrijedi C C A i D C B. Akoje A~D i B ~C,
tada je A~ B .

Primjer 1. Skupovi Z, N x N, Z x N, Q su prebrojivi skupovi.

1. Pokazimo da je Z prebrojiv skup. Posmatrajmo funkciju f : Z — N zadanu na sljedeéi nacin: f(0) =1,
f(k)=2k+11 f(—k)=2k. Lako je provjeriti da je ovako zadana funkcija f bijekcija, odnosno da je
7 ~ N.

2. Posmatrajmo funkciju f : N x N — N zadanu na sljedeéi nacin: f(m,n) = 2™3". Uocimo da se
pomocu funkcije f skup N x N bijektivno preslikava u pravi podskup od N. Na slican nacin funkcija
9:N = NxN, data sa g(n) = (n,1) preslikava bijektivno skup N u pravi podskup od N x N. Sada na
osnovu Teorema 7?7 vrijedi da je N x N ~ N.

3. Kako je Z ~N i N ~ N, to je Z x N~ N x N. Kako je pored toga N x N ~ N, to koristec¢i osobinu
tranzitivnosti relacije ekvipotencije (navedena osobina c)), zakljucujemo da je Z x N ~ N, odnosno
pokazali smo da je skup Z x N prebrojiv.

4. Pokazimo da je skup Q prebrojiv. Skup racionalnih brojeva mozemo prikazati u obliku: Q = {%|m €
Z,n € N}. Preslikavanje f : Q — Z x N zadano sa f() = (m,n) je ocito bijekcija, pa je zbog toga
Z x N~ Q. Kako je skup Z x N prebrojiv, to je i skup @ prebrojiv.

Napisimo neke osobine prebrojivih skupova:

1. Unija prebrojivog i kona¢nog skupa je prebrojiv skup.

Unija kona¢no mnogo prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Unija prebrojivo mnogo prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Dekartov proizvod kona¢no mnogo prebrojivih skupova je prebrojiv skup.
Dekartov proizvod prebrojivo mnogo prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

ANl e

4. Neprebrojivi skupovi

Imajuéi u vidu gornje osobine prebrojivih skupova sasvim je prirodno da se zapitamo: da li su svi
beskonaéni skupovi prebrojivi?
Odgovor na to pitanje daje sljedeca tvrdnja:

Interval (0, 1) nije prebrojiv skup.

Uz malo napora mozemo se uvjeriti u to. Svaki x € (0,1) moze se zapisati u obliku decimalnog broja
x = 0,a1,az2,as, ... gdje su decimale a; iz skupa cifara {0,1,2,...,9}. Pretpostavimo da je interval (0, 1)
prebrojiv skup. Tada njegove elemente mozemo zamisliti kao niz tojest, on se moze napisati u obliku
(0,1) = {1, z2, x3, ...}, tako da je



E. Duvnjakovi¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 1 (1) (2018) 16

T = O,xll$12...$1n...
To = O,.’E21I22...$2n...
xr3 = 0,.%'31.’1732...,.273”...

pri ¢emu su z;; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Konstruisimo sada broj y € (0,1) na sljedeéi naéin:

Yy = O, Yi1yz.--Yn---

gdje je y; = 1 u slucaju kada je xz;; # 1, a y; = 2 u slucaju kada je z;; = 1. Sada je jasno da se broj y
razlikuje od bilo kojeg x; u i-toj decimali, sto dovodi do zakljucka da y ¢ {x1,z2,23,...} = (0,1). Ovo je
kontradikcija sa ¢injenicom da je y € (0,1). Dakle, pretpostavka da je (0,1) prebrojiv skup je neodrziva, pa
zaklju¢ujemo da (0, 1) nije prebrojiv skup.

Primjer 2. Proizvoljni interval (a,b) i skup R su neprebrojivi (nisu prebrojivi) skupovi.

1) Funkcija g(x) = (b— a)x+ a preslikava interval (0,1) u interval (a,b). Kako je g(x) linearna funkcija,
onda je ona bijektivna, Sto znaci da je (0,1) ~ (a,b). Dakle, skupovi (0,1) i (a,b) imaju istu moé, odnosno
(a,b) je neprebrojiv skup.

2) Funkcija f: (=5, %) — R, data sa f(x) = tan x je bijektivna, pa je onda jasno da je skup R neprebrojiv.
Iz gornjeg primjera je jasno da je card(R) # Rg. Kako je N C R, to na osnovu reacije (1) zaklju¢ujemo da
je card(R) > N,.

Neka je card(R) = c. Za sve skupove koji imaju kardinalni broj ¢ kazemo da imaju mo¢ kontinuuma. Neki
od tih skupova su intervali i segmenti u R, sam skup R, skup kompleksni brojeva C, skup tacaka u prostoru
R3. Jednostavno re¢eno, skupovi koji su ekvipotentni sa R imaju moé kontinuma.

Do sada smo od beskonac¢nih skupova upoznali prebrojive skupove i skupove koji imaju mo¢ kontinuma.
Logi¢no, postavlja se pitanje: da li ima beskonaénih skupova, a da nisu iz ove dvije navedene klase?

Primjer 3. Neka je zadan skup A ={1,2,3} i neka je
P(A) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}, partitivni skup skupa A (skup svih podskupova skupa
A)

Lako vidimo da je card(A) =3, a da je card(P(A)) =8, odnosno da je card(A) < card(P(A)).

Moze se pokazati da ovakva relacija vrijedi i u slu¢aju proizvoljnog skupa A, odnosno da za bilo koji skup A
vrijedi: card(A) < card(P(A)). Osim toga vrijedi¢e card(P(A)) = 2°974A). Na primjer card(P(N)) = 2%,
Sta vise, moze se dokazati da je P(N) ~ R, odnosno da je ¢ = 2%, Nastavljajuéi ovo razmisljanje dalje,
mozemo zakljuciti da je ¢ < card(P(R)).

Nakon svega mozemo ponuditi prilitno neocekivan i interesantan zakljucak: Skup kardinalnih brojeva nije
ograni¢en odozgo ili slobodnim rije¢ima receno: razlicitih vrsta beskonacnosti ima beskonacno mnogo.

Literatura

[1] N. Oki¢i¢: ”Teorija skupova” , autorizirana predavanja za predmet Teorija skupova, PMF Tuzla, 2014.
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EVOLVENTA (JAMTK) 1(1) (2018), 17-20 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://www.umtk.info

Paradoksi: Paradoksi kretanja

Nermin Okic¢ié¢!

@ Prirodno-matematicki fakultet w Tuzli, Odsjek matematika

Sazetak: Ono sto vjetito privlaci paznju ljudi, neobi¢no, ¢udno, neocekivano, ali ipak na neki nacin
moguce, upravo je opisano paradoksom. Te ”¢udne” stvari i dogadanja osim Sto izazivaju nedoumice,
bile su i pokretacka snaga u razvoju mnogih nauc¢nih disciplina. U ovom radu su prezentovani neki od
paradoksa kretanja, ¢ime je istaknuta i problematika Sta je kretanje uopste.

Rije¢ ”paradoks” poznata je veéini. Kada u obi¢nom govoru kazemo da je nesto paradoksalno, podrazu-
mijevamo da je to "nesto” neostvarivo ili da je nemoguée (najéesée kao ”skoro nemoguéa” stvar). Najlakse
za, shvatiti, paradoks ili antinomija predstavlja rasudivanje koje nas obavezno dovodi do protivrje¢nosti, bez
obzira koliko nam polazne pretpostavke izgledale ta¢ne, a pravila rasudivanja ispravna. To moze biti izu-
zetno nejasan, nelogic¢an ili neobi¢an dogadaj ili fenomen koji je suprotan umu pojedinca i suprotan smislu
znacenja (semantike).

Paradoks (gréki mapadofos , paradoksos = nevjerovatan; para = protiv, doxa = misljenje) jest misao ili
figura koja u sebi sadrzi protivrje¢nost nekoj tvrdnji koja je opsteprihvacena, ili nekom ispravnom zakljucku.
Paradoks je vazno sredstvo u govornistvu jer se njime postize vec¢a uvjerljivost misli koju govornik zastupa.
Prema definiciji koju daje Sainsbury®) paradoks je: ”Jedan naizgled neprihvatljiv zakljuéak koji proizilazi
iz naizgled prihvatljive premise, putem naizgled prihvatljiva zakljucka”. U filozofiji i ekonomiji termin se
koristi kao sinonim za antinomiju.

Paradoks daje snazan poticaj za razmisljanje. On otkriva slabosti nasih sposobnosti da sudimo, ali
i ograniGenja nasih intelektualnih instrumenata rasudivanja. Cesto su paradoksi na temelju jednostavnih
koncepata doveli do velikog intelektualnog napretka. Ponekad je to bilo pitanje otkrivanja novih mate-
matickih pravila ili otkrivanja novih fizikalnih zakona kako bi se prihvatili zakljuéci koji su u pocetku bili
”ocigledno neprihvatljivi”. Jos iz doba Stare Grcke poznati su neki od njih, ali Sto je jako bitno, njihovim
razrjeSsavanjem dolazilo je do naglog razvoja odredene matematicke discipline. Tako je problem nesamjerljive
dijagonale doveo do razvoja Citave matematicke oblasti, tzv. teorije proporcija, iz koje ¢e se kasnije razviti
teorija iracionalnih brojeva. Takode, poznati Zenonov® paradoks o Ahilu i kornjaci (i njemu srodni) doveli
su do razvoja teorije ekshaustije, a koji se zasniva na €injenici da se jedna konac¢na veli¢ina ne moze izgraditi
od beskona¢no mnogo, beskona¢no malih veli¢ina. To ¢e nesto kasnije uzrokovati razvoj integralnog rac¢una.

Od pocetka pisane povijesti postoje reference na paradokse, od Zenonovih paradoksa, Kantovih antino-
mija sve do dostizanje paradoksa kvantne mehanike i teorije opste relativnosti i ¢ovjecanstvo je oduvijek bilo
zainteresirano za njih. Usto postoji jedno cijelo filozofsko-vjersko strujanje, Zen budizam, kome su povjerena
ucenje u zen-koanama, paradoksalnim pricama-zagonetkama koje munjevitom brzinom osvjetljavaju tesko
sagledive duhovne odnose.

Ciljna skupina: osnovna Skola, srednja skola
Prezentovano na: Zimska skola matematike 2016
Rad preuzet: 12.12.2017.
D Mark Sainsbury, engleski filozof 1943-
2)Zenon od Eleje, gréki filozof (oko 490 p.n.e.- oko 430 p.n.e.)
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Paradoks se od oksimorona i ironije razlikuje po tome $to njegovi pojmovi nisu protivrjecni, nego samo
neskladni. Besmislica, nesmisao ili (latinizam) apsurd (od lat. absurditas, istog znacenja kao absurdus
”protivrje¢no”, u prenesenom smislu ”nesposobno, nespretno”) odnosi se na nesto $to je glupost ili nesto
§to je bez smisla.

Frano Vukoja www.vecerngi.ba

. a paradoks je misao, odnosno sud, koji po neéemu izgleda proturje¢no onome sto je opée
usvojeno, neki zakljucak koji proturjec¢i ispravnom zaklju¢ivanju. RjeCnici navode primjer:
Nisam dovoljno bogat da kupujem jeftine stvari! Rije¢ paradoks grckog je podrijetla, a
znaci neocekivan. U logici paradoksalne su one tvrdnje koje u pravilno izvedenim i prividno
nepobitnim zaklju¢cima dovode do rezultata koji se isklju¢uju i postaju proturje¢ni. Pojedini
logicari smatraju da su paradoksi ujedno i sofizmi. Postoje matematicki paradoksi, a u
retorici paradoks je spajanje u jedan suvisli iskaz takvih pojmova koji po svojoj biti ili
zdravom rasudivanju proturjece jedan drugome. LaZov moze reéi: Ja uvijek lazem! A ovo
Sto je rekao nepopravljivi lazov istina je!l!!l Paradoksu su jako skloni autori aforizama, a
vezuje se i za baroknu poeziju. Pojedini knjizevni kriticari smatraju da je paradoks obiljezje
poezije uopée. A kad je paradoks u pitanju, BiH je pric¢a za sebe. BiH mnogi zovu samo
Bosnom i kazu da pri tome misle na ¢itavu BiH. Po istoj “logici” ¢itava BiH mogla bi se
zvati “samo” Hercegovinom. Gle paradoksa, svi koji ¢itavu BiH zovu Bosnom nasmijali bi
se na to. Mnogima je paradoks to da su tri naroda u BiH smjeStena bas u dva entiteta, kao
i to da parlamentarna veéina ne moze uspostaviti izvrsnu vlast. U BiH puno toga suprotno
je samom sebi, proturje¢no. Parada paradoksa!

1. Zenonovi paradoksi

Zenonovi paradoksi su zbunjivali, izazivali, utjecali, inspirisali i zadivljavali filozofe, matematicare,
fizicare i skolsku djecu, preko dvije hiljade godina. Najpoznatiji su takozvani ”argumenti protiv kreta-
nja” opisani u Aristotelovoj Fizici. Prva tri navedena su ovdje po redu, s imenima koja im je dao sam
Aristotel.

Osnovno pitanje je: da li su prostor i vrijeme kontinuirani, neprekidni? Ako jesu, onda izmedu bilo koje
dvije tacke u prostoru postoji i tre¢a tacka. Ili, posmatrano na drugi nacin, za bilo koju duzinu, postoji
takva stvar kao $to je polovina te duzine. Primijenjena na vrijeme, ideja bi bila da za bilo koji interval
vremena, postoji takva stvar koja je pola tog vremena.

Ako prostor i vrijeme nisu kontinuirani, onda kazemo da su diskretni. Ako je prostor diskretan, onda
postoje duzine koje nisu djeljive ili receno na drugi nacin, postoje dvije tacke izmedu kojih ne postoje druge
tacke. Ako je vrijeme diskretno, onda postoje nedjeljivi intervali vremena ili da postoje parovi vremenskih
trenutaka izmedu kojih ne postoji nista drugo (niti jedan drugi vremenski trenutak).

Zenonovi paradoksi imaju sljede¢u strategiju: on krece od pretpostavke da su prostor i vrijeme ili konti-
nuirani ili diskretni. Zatim pokazuje da bilo koja pretpostavka vodi do zakljucka da je kretanje nemoguce.

1.1. Dihotomija

Dihotomija: kretanje je nemoguce jer "ono $to je u pokretu mora prvo prijeé¢i pola puta prije nego §to
stigne do cilja”. (Aristotel, Fizika VI:9, 239b10)
Zamislimo objekat koji treba i¢i od tacke A do tacke B. Da bi dosao do tacke B, objekat prvo mora dodci
do sredisnje tacke By koja je izmedu tacaka A i B. Ali, prije nego $to se ovo dogodi, objekat mora doci do
tacke Bs, koja je na sredini izmedu tacaka A i By. Opet, prije nego Sto moze i uspije, mora prvo doé¢i do
tacke B3, koja je na sredini izmedu A i By, i tako dalje. Prema tome, kretanje nikada ne moze poceti.

B

B, - By B B,
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1.2. Ahil i kornjaca

”U utrci, najbrzi trka¢ nikada ne moze presti¢i najsporijeg, zato $to gonitelj prvo mora doé¢i do tacke
odakle je gonjeni posao, pa prema tome najsporiji uvijek ima prednost.” (Aristotel, Fizika VI:9, 239b15)

Ahil i kornjaéa je pric¢a o trci izmedu kornjace i brzog trkaca
Ahila. Ahil tréi 10 puta brze od kornjace, ali pocinje od tacke A, 100
metara iza kornjace, koja je u tacki K1. Da bi prestigao kornjacu,
Ahil mora prvo doéi do tacke K1. Medutim, dok Ahil stigne do tacke
K1 kornjaca je presla 10 metara i dosla do tacke K2. Ponovo Ahil
tréi do tacke K2, ali kao i prije, dok on prede tih 10 metara, kornjaca
je metar ispred njega, kod tacke K3. Prema tome, nastavimo li ovako
razmisljati, Ahil nikada neée prestié¢i kornjacu.

K2

K3

U slucaju Ahila i kornjace, treba zamisliti da kornjaca tréi konstantnom brzinom od v metara u sekundi
i da ima startnu prednost od d metara, a da Ahil tréi konstantnom brzinom od « - v (z puta brze) metara u
sekundi za = > 1. Ahilu je potrebno % sekundi da dode do tacke s koje je kornjaca otpocela trku, a za to
vrijeme kornjaca je presla novih g metara. Dakle, da bi Ahil sada dosao do nove pozicije kornjace potrebno
mu je % sekundi, a kornjaca ¢e za to vrijeme ponovo prec¢i novih ;% metara. Postupak nastavljamo ad
continuum (”do u beskonacénost”). Prema tome, vrijeme potrebno Ahilu da stigne kornjacu je:

gg (%)k . ﬁ sekundi . (1)

Vidimo da ¢e Ahil za konac¢no vrijeme da stigne kornjacu.

Zamislimo da Ahil tréi protiv kornjace na stazi dugoj 100 metara. Ahil tréi 10 puta brze od kornjace,
koja se recimo kreée brzinom od jednog metra u sekundi, ali pocinje od tacke A, 50 metara iza kornjace koja
je u tacki K7 (kornjaci koja je sporija data je prednost). Da bi prestigao kornjacu, Ahil mora prvo do¢i do
tacke K. Medutim, dok Ahil stigne do tacke K7, kornjaca je presla 10 metara i dosla do tacke K. Ponovo
Ahil tréi do Ko. Ali, kao i prije, dok on prijede 10 metara, kornjaca je metar ispred njega, u tacki Ks, i
tako dalje. Prema ovakvom naé¢inu posmatranja, Ahil nikada ne moze prestiéi kornjacu.

A K

Medutim, prema formuli (??) imamo: d =50, v =10iv =1 =2,

d 50 50
- = 22 = 5,555... sekundi
vwr—1) 1.(10—-1 9 > sexunet,

to jest, Ahil ée stié¢i kornjaéu nakon 5,5 s, a s obzirom na njegovu brzinu (10 =) to znaci da Ce je sti¢i na
55,5 metru staze.
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1.3. Paradoks strijele

” Ako je sve nepomi¢no Sto zauzima prostor, i ako sve $to je u pokretu zauzima takav prostor u nekom

vremenu, onda je leteéa strijela nepokretna.” (Aristotel, Fizika VI:9, 239b5)
Zamislimo da strijela leti neprestano naprijed, tokom jednog vremenskog intervala. Posmatrajmo svaki
trenutak u tom vremenskom intervalu. Nemoguce je da se strijela mi¢e u takvom trenutku, jer trenutak ima
trajanje 0, a strijela ne moze biti na dva mjesta u isto vrijeme. Prema tome, u svakom trenutku strijela
zauzima komad prostora, a ” Ako je sve nepomicno §to zauzima prostor”, to je i strijela nepomi¢éna tokom
Citavog intervala.

Naravno da se problematika paradoksa strijele tice shvatanja pojma kretanja. U gornjem rezonovanju
kretanje, odnosno nekretanje smo shvatili kao ”zauzimanje prostora”. Zamislimo da se nalazimo na pokretnoj
traci i da se kre¢emo u suprotnom pravcu od kretanja trake, istom brzinom kojom se krece traka. Zar tada
ne zauzimamo stalno isti komad prostora? Prema gornjem shvatanju mi se ne kre¢emo!

Da bismo mogli govoriti o kretanju nekog tijela (npr. automobila, Cestice, planete...) prvo moramo da
izaberemo jedno tijelo za koje smatramo da miruje (npr. zgrada, jezgro, sunce ...) a zatim da vidimo da li
se mijenja uzajamni polozaj izmedu ta dva tijela. Ako se njihov uzajamni polozaj mijenja, onda mozemo da
zaklju¢imo da se posmatrano tijelo krece. Tijela u datom trenutku zauzimaju odredena mjesta u prostoru
i to se naziva njihov polozaj. Kretanje je dakle promjena polozaja tijela u odnosu na druga tijela. Ako se
polozaj tijela ne mijenja u odnosu na druga tijela tokom vremena, onda se ono nalazi u stanju mirovanja.
Tijelo u odnosu na koje se posmatra kretanje i za koje smatramo da miruje, naziva se uporedno ili referentno
tijelo.

Kada govorimo da tijelo miruje moramo biti obazrivi. Ako se na primjer nalazimo u autobusu koji se
krece, za putnika koji sjedi re¢i ¢emo da miruje, ali ukoliko izademo iz autobusa i posmatramo istog putnika
u autobusu, zakljucujemo da se krete. Zbog toga se u fizici koriste izrazi relativno mirovanje i relativno
kretanje.

Literatura

[1] https://bs.wikipedia.org/wiki/Paradoks
(2] https://en.wikipedia.org/wiki/Zeno27s_ paradoxes
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Kretanje tacke u ravni

Adisa Tanovié?

% Profesor matematike, student II ciklusa studija Matematika

Sazetak: Problemi kretanja su oduvijek intrigirali obi¢ne ljude i fascinirali nau¢nike medu njima. Za-
mislimo samo kako je bilo nau¢nicima srednjeg vijeka da posmatrajuéi sa Zemlje otkriju pravila kre-
tanja planeta suncevog sistema. Ponekad olako shvatamo Sta je to kretanje tacke, a time dolazimo i u
neocekivane situacije. U ovom radu probat ¢emo odgonetnuti jedno takvo kretanje, kruzno kretanje tacke
u ravni. Proracuni i slike u ovom radu su radeni u GeoGebri.

1. Uvod

U narednom tekstu upoznat ¢emo se sa pojmovima putanja, kretanja, kretanja tacke kao i vizualizirati
neke od tih primjera u geogebri. Za pocetak ¢emo definisati osnove pojmove.

Definicija 1.1. Putanja ili trajektorija je kriva po kojoj se krece materijalna tacka ili srediste mase nekog
tijela. U opstem slucaju to moZe biti bilo kakva prostorna kriva.

Ukoliko jednacina putanje nije unaprijed poznata, moze se odrediti tako da se iz jednacine zakona puta
eliminira vrijeme. Evo najjednostavnijeg moguceg primjera: neka je zakon puta neke tacke x = t. Ova
jednacina govori da se tacka nakon n sekundi pomakla za n metara po pravcu x. Putanja te tacke je ocito
sam pravac z. Uzmimo samo malo slozeniji primjer: neka je zakon puta dat izrazima z = t, y = t. Kada
izjednac¢imo ¢t u obje jednacine, dobijamo jednacinu putanje y = x. Na isti se nac¢in jednacinu putanje
raznim matematickim manipulacijama moze dobiti i za mnogo slozenije izraze zakona puta u bilo kakvom
koordinatnom sistemu.

Definicija 1.2. Kretanje (u fizici) je promjena poloZaja nekog tijela u odnosu na neko drugo tijelo. Kretanje
je glavna osobina materije i sva materija uw prirodi se nalazi u stalnom kretanju.

2. Primjeri putanja iz prirode
Primjer 1. Putanja planete Zemlje.

Zemlja se okrec¢e oko Sunca po tretem Keplerovom zakonu. Na tom putu oko Sunca Zemlja se istovremeno
okrece i oko svoje ose. Nacini 365 takvih obrtaja ili rotacija dok jednom obide Sunce. Ali osa oko koje se
Zemlja rotira ne stoji pod pravim uglom u odnosu na ravan putanje ve¢ je malo nagnuta. Putanja po kojoj
se Zemlja krece zove se ekliptika. Ali sve ovo mi drugacije dozivljavamo. Nama izgleda da se Sunce krece,
a da Zemlja ustvari miruje. Kada hodamo pravo nekom ulicom, da li je nasa putanja prava linija ili je to
ipak neka kriva s obzirom da je Zemlja geoid?
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Primjer 2. Kosi hitac.

Kosi hitac je kretanje tijela bacenog pocetnom brzinom pod odredenim uglom. Ugao pod kojim je tijelo
baceno zove se ugao elevacije. Putanja je parabola s tjemenom na vrhu.

Primjer 3. Slobodan pad.

Posmatrajmo tijelo pusteno da slobodno pada s neke visine. Kretanje tog tijela naziva se slobodan pad.
Dakle slobodan pad je kretanje tijela isklju¢ivo pod uticajem sile teze. Putanja koju opisuje kretanje tijela
prilikom slobodnog pada idealizirano je prava linija.

3. Putanja tacaka kruznice
Primjer 4.

Posmatrajmo dva koncentricna kruga odnosno jedan krug je sadrzan u drugom i imaju zajednicki centar.
Mozemo reéi da ta dva kruga formiraju tocak. Postavlja se pitanje, pri kretanju tocka, u kojem ¢e odnosu
biti duzine putanja ta dva kruga. Kretanje manjeg kruga je uslovljeno kretanjem veéeg. Ako se veéi krug
pocinje kotrljati, takvo kretanje bi primoralo kretanje i manjeg kruga. Veéi krug ima putanju jednaku svom
obimu, odnosno on se tokom kretanja okrenuo ta¢no jedanput. Manji krug, kre¢udéi se zajedno sa veéim, se
takode okrene samo jedanput i zavrsava kretanje.

e SN
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Problem je u tome $to duzina puta koji je je preSao manji krug nije jednaka njegovom obimu, veé je
jednaka obimu veéeg kruga. Kako je moguée da se krug manjeg obima okrene samo jednom, (dakle prede
svoj obim) a duzina njegovog puta je jednaka veéem krugu? Kako je moguée da put manjeg kruga, koji bi
trebao da bude manji, prelazi veéu duzinu od svog obima, odnosno prelazi istu putanju kao i veliki krug?
Kako to da prilikom ”razmotavanja” malog i velikog kruga dobijamo jednaku putanju? Sta ée se desiti ako
imamo viSe koncentri¢nih krugova,odnosno svaki je sadrzan u onom prethodnom?

7

Ovaj ”"problem” poznat je pod nazivom Aristotelov paradoks tocka.

Medutim kako smo dogli do necega $to intuitivno znamo da ne moze biti ta¢no? Odgovor na to pitanje, a
ujedno i "rjeSenje” gore navednog problema je Sto smo zanemarili stvarnu putanju tacaka kruznice. Gore
navedeno nije stvarna putanja koja opisuje kretanje tacaka kruznice. Stvarna putanja tacaka je opisana
sljede¢om krivom.

Definicija 3.1. Cikloida je kriva koju opisuje putanju tacke kruznice kada se kruznica kotrlja po pravcu.

Ako posmatramo tri tacke (na slici ispod: crvena, plava i zelena) koje se nalaze na tri kruznice razli¢itih
polupreénika, vidimo $ta je stvarna putanja tih tacaka.

Primjer 5. Kardioida.

Ovo je jedan od primjera zanimljive krive, odnostno putanje koju obrazuje tacka na kruznici, dok se kruznica
krec¢e. Uvedimo taj pojam i formalno.

Definicija 3.2. Kardioida je dobila ime po Grékoj rije¢ “kardio” $to znaci "srce”. Kardioida je kriva koja
nastaje kretanjem tacke na kruznici koja se kotrlja oko fiksnog kruga.
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4. Zadatak

PROBLEM : Zamislimo da moramo pomjeriti ogromnu pravouglu ciglu na nekoj odredenoj udaljenosti u
nekoliko ponovljenih prevrtanja. Cigla je ¢etri metra duga, a tri metra Siroka, dok sve ivice medusobno
zaklapaju ugao od 90°. Prevrtanje se vrsi oko tacke tjemena. Mi u ovom sluc¢aju imamo rotaciju cigle, a
ujedno i svih tacaka na njoj, oko jednog od Cetiri tjemena cigle. Sljedeca slika pokazuje pocetnu poziciju
cigle koja je prikazana u dvije dimenzije, gdje je prednja strana pravougaonik i oznacena je tacakama A, B,
C' i D. Nakon prvog prevrtanja sljedece oznake tacaka su Ay, By, C1, D1 i krajnja pozicija ¢e biti A4, By,
Cy4, Dy, nakon cetiri prevrtanja. Na cigli su definisane i dvije tacke na prednjoj strani cigle, gdje se tacka F
nalazi jedan metar iznad zemlje i jedan metar od lijevog ugla i druga tacka se nalazili dva metra od zemlje
i dva metra od lijevog ugla.
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Nakon prevrtanja cetiri puta svih Sest tataka A, B,C,D,E i F su formirale odredene putanje na
odredenoj krivoj. Oznacit ¢emo putanje tacaka A, B,C, D, E, F respektivno sa a, b, ¢, d, e i f. Postavlja se
pitanje u kojem su odnosu putanje ovih tacaka?

Prevrtanje te cigle je u matematickom smislu rotacija.

Definicija 4.1. Rotacija je kruzno kretanje objekta oko centra (ili tacke) rotacije.

Posto su sve stranice cigle, jedna u odnosu na drugu, pod uglom od 90°, tako je i rotacija cigle jednaka
uglu od 90°, a ujedno i svaka tacka na bloku ima istu rotaciju. Pri prevrtanju blokova svaka iviéna tacka
jednom bude tacka oko koje se rotira cijeli blok. Ukupno imamo 4 rotacije, Sto zna¢i da svaka tjemena
tacka (A, B,C, D) ima po tri rotacije. Rotacija tacke stvara putanju tacke, a $ta je kriva po kojoj se tacke
kreéu? Prvo odredimo §ta je putanja tacke A i izra¢unajmo duzinu putanje te tacke. Sljedeca slika pokazuje
putanju posmatrane tacke.
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Posmatrajmo sljedecu sliku i uo¢imo da je putanja tacke A sastavljena iz ¢etvrtina kruznica razlicitih

poluprecnika.
//% c1 - Dq_Da

Da bismo izracunali putanju tacke A potrebni su nam poluprecnici kruznica koji su dijelovi putanje.
Radijusi kruznica po kojima se kretu tacke su odredeni najkraé¢im rastojanjem izmedu nepomicne tacke i
tacke (tjemena oko kojeg rotiramo) za koju trazimo radijus. Ozna¢imo sa a; i izra¢unajmo dio putanje od
tacke A do tacke A;. Kako je Sirina cigle jednaka tri, to ¢e na osnovu gore navedenog biti i polupre¢nik
kruga za posmtarani dio putanje. Obim kruga se ra¢una po formuli O = 2r7 i kako smo uocili da je dio
putanje ¢etvrtina kruznice imamo sljedece:

D4 LG4

Fd
®

Ad B4

2 2-3-
%(TIS)@(J&: T

a)p = Sap =4.71.
Oznac¢imo sa as i izra¢unajmo sada dio putanje od tacke A; do tacke As na isti nacin kao za a;. U ovom
sluc¢aju poluprecnik posmatranog kruga je dijagonala pravougaonika. Pa imamo sljedece:

_ 2rm 2-5-m

CL2*T(T:5)@“2:

S ax =795

Oznac¢imo sa ag 1 izra¢unajmo sada dio putanje od tacke Ay do tatke A3 na veé¢ pokazani nac¢in. U ovom
slucaju poluprec¢nik posmatranog kruga jednak je 4. Tada imamo sljedece:

2 2-4-
%(rzél)(:)ag: 47T

as = & a3 =6.29 .

I kako se u cetvrtom koraku rotacija vrsi oko tjemena As, ova tacka ostaje nepomic¢na. Dakle, ukupna
duzina putanje tacke A je:
a=ay+as+az3+0=1894.

Posmatrajmo sada putanju tacke B.

Uocavamo da je putanja tacke B sastavljena od dijelova kruznice i mozemo uociti da su to Cetvrtine
kruznica. Dijelove putanja racunamo na identican nac¢in kao za tacku A. Pa imamo sljedece:

by =6.29, by =7.95, by = 4.71 .

Dakle, ukupna duzina putanje za tacku B iznosi: b = 18.94.
Sada mozemo zakljuciti da ¢e i putanje tacaka C' i D biti iste kao i za tacku A i B. Kako imamo tri rotacije
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i kako su putanje svaki put Cetvrtine kruznica razli¢itih polupreé¢nika, dobijamo da su duzine putanja za
tacke C'1 D iste kao i za A i B. Odnosno, imamo relaciju da za duzine putanja a, b, c i d tacaka A,B,C' i D,
respektivno, vrijedi a = b =c =d.

Ostalo je jos samo da odredimo putanje i duzine putanja za tacke E i F. Kako smo rekli, te dvije tacke se
nalaze na cigli. Te tacke imaju po cetiri rotacije od 90° i njihove putanje su jednake zbiru ¢etiri pojedinacne
duzine putanja, pri svakoj rotaciji. Putanja tacke E prikazana je na sljedecoj slici.
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Uoc¢imo da se putanja tacke E takoder sastoji od cetvrtina kruznica odredenih poluprecnika.

Sada nas zanima duzina putanje za tacku E. Oznac¢imo sa e; dio putanje od tacke E do Ej, sa es
od tatke F; do tacke Fs i tako dalje. Analognim postupkom proracuna duzina putanja dobijamo sljedeée
vrijednosti : e; = 3.51,e2 = 5.68,e3 = 4.97,e4 = 2.22. Pa je ukupna duzina putanje, kako smo ve¢ naveli,
zbir ovih vrijednosti, odnosno :

e=e; tey+est+esse=351+5684+497+222<e=16.39.

Na sljedecoj slici prikazana je i putanja tacke F'.
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Uocimo da se putanja tacke F' takoder sastoji od ¢etvrtina kruznica odredenih polupreénika.

D . B2 A2 D4 ca

\M

E4
°

Ad B4




A. Tanovié¢ / EVOLVENTA (JAMTK) 1 (1) (2018) 27

Mozemo zakljuciti da ¢e tacka F' imati slicnu putanju kao i prethodne tacke i analognim postupkom
rac¢unanja dobijamo da je duzina putanje za tacku F: f = 15.93.
Time smo odgovorili na postavljeno pitanje. Zakljucili smo §ta je putanja tjemena cigle kao i putanje tacaka
na njoj. Racunanjem istih dolazimo do relacije:

a=b=c=d>e>f.

Napomena:
Sve slike osim prve i sedme uradene su u softwareu GeoGebra, a dobijene su kao dijelovi animacija kretanja
pojedinih tacaka.

Literatura

[1] https://bs.wikipedia.org/wiki/Kardioida
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Maryam Mirzakhani — Perzijski luconosa prerano ugaslog svjetla

Vedad Pasiél

@ Prirodno-matematicki fakultet w Tuzli, Odsjek matematika

Sazetak: Posljednji pozdrav jedinoj Zeni dobitnici Fieldsove medalje za matematiku.

Slika 1: Maryam Mirzakhani

“Selam” — rece sa sramezljivim osmijehom, pogleda usmjerenog u stranu i pruzi mi ruku u rukavici; sitna,
prakti¢no jos uvijek djevojcica, stajala je ispred mene u nasim matematickim, a pogotovo takmicarskim
krugovima, ve¢ tada legendarna iranska takmicarka na 36. internacionalnoj matematickoj olimpijadi koja
se te, za nas ratne 1995. godine odrzavala u Torontu. Svi su ve¢ pricali o tom ¢udu od matematicarke, koja
je prethodne 1994. godine u Hong Kongu ve¢ osvojila zlatnu medalju sa samo jednim izgubljenim bodom.
Manje-vise su svi ocekivali da u svojoj zavr$noj srednjoskolskoj godini ostvari jos bolji rezultat i kampus
Univeziteta York u Torontu imao je svoju istinsku zvijezdu. Zvala se Maryam.

Nas Sestoclani bosanskohercegovacki tim u kojem sam ucestvovao kao najmladi ucesnik, izaSao je iz
ratnih Tuzle i Sarajeva, te nakon visednevnog putovanja stigao u Zagreb, gdje smo se smjestili u kuéu izvan
grada, u Luckom, koja je bila u vlasnistvu naSe ambasade. Bili smo najbolje §to je ratna generacija nase
dvije najjace takmicarske gimnazije (II sarajevske gimnazije i Gimnazije Mesa Selimovi¢ Tuzla) mogla da
ponudi, pod vodstvom profesora sa sarajevskog PMF-a, Muharema Avdispahi¢a i Hasana Jamaka. Nismo
tada mogudée ni bili svjesni koliko smo ¢udni bili ljudima koji su nas docekali u Kanadi, nakon $to smo

Ciljna skupina: svi uzrasti
Prezentovano na: Prometej.ba
Rad preuzet: 06.02.2018.
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konac¢no “sredili papire” u Zagrebu i nastavili dalje, velikoj veéini nas prvi put avionom. Samo nesto vise od
mjesec dana ranije, desio se masakr na tuzlanskoj Kapiji, dok se tokom reprezentativnog predstavljanja nase
zemlje desio najstrasniji zlo¢in u njenoj novijoj povijesti — srebrenicki genocid ¢ije smo izvrSavanje morali
samo u nemodi promatrati na kanadskoj televiziji.

Nije stoga ¢udno da smo se veoma brzo, usprkos jezickoj barijeri, poceli druziti sa iranskim timom, tom
djecom koja su odrasla tokom iransko-irackog sukoba, rodenom skupa sa revolucijom u svojoj zemlji. Nekako
smo se jednostavno razumjeli.

Slika 2: Bosanskohercegovacki tim sa iranskim timom, 17. juli 1995. godine. Maryam Mirzakhani stoji. Pisac teksta sjedi
drugi s lijeva.

Bio je to i svojevrstan kulturni Sok — prije svega nas tim je bio pravi bosanskohercegovacki, sve naSe nacije
su bile predstavljene (bez da se na to “pazilo”), bili su tu Tarik i Vedad iz Tuzle, te Zenan, Katarina, Rados
i Anur iz Sarajeva. Iranci su opet s druge strane bili skoro pa uniformisani — svi momci u pantalonama na
peglu, dok je Maryam nosila hidzab i bila u konstantnoj pratnji jedne zenske osobe, kojoj je jedino zaduzenje
tu bilo da Maryam bude vjerna sjenka. Ontario je tokom jula mjeseca nesnosno vrué, dok je vlaga koju
proizvodi istoimeno jezero nevjerovatna, ali Maryam je medutim uvijek i bez izuzetka nosila rukavice, kako
bi se mogla rukovati sa svim svojim kolegicama i kolegama bez obzira na spol i vjeru. Bila je vojnik svoje
zemlje, postovala kulturu iste, ali u tom njenom tvrdoglavom nosenju rukavica vidio se i prkos. Ono §to mi
jeste strasno smetalo je ¢injenica da Maryam u drustvu svojih muskih kolega iz tima nije govorila, veé¢ se od
nje ocekivalo da skruseno Suti. Sve to dok je ona za najmanje pet kopalja pametnija i briljantnija od svih
prisutnih u sobi! Jo§ puno éu nauciti od tada o Iranu, posebno od svog buduéeg iranskog cimera, ali vec
tada sam kao tinejdzer uvidio da je tu “nesto trulo u drzavi Danskoj”.

Bilo kako bilo, Maryam nije iznevjerila — osvojila je 42 boda. Od mogucih 42, prvi Iranac/ka uopée
kojem je to poslo za rukom, kao i prvi Iranac/ka koji je osvojio zlato dva puta. I dakako, dobila zlatnu
medalju. Mi iz BiH nismo postigli neki rezultat, ali s obzirom na ono $to je slijedilo, odnosno povratak u
BiH, jednima preko Igmana i sarajevskog tunela spasa, a drugima preko Mili¢a, nismo se previse oko toga
brinuli. Maryam se vratila u svoj Teheran.

Zivot Maryam Mirzakhani bio je sve samo ne obi¢an. Rodena u Teheranu 1977. godine, samo par godina
prije revolucionarnih dana Imama Homeinija, te je odrasla tokom bombardovanja Teherana od strane tada
velikog americkog prijatelja, Saddama Husseina i njegove baathisticke iracke militaristicke bulumente tokom
tog potpuno inkonkluzivnog visegodisnjeg sukoba, a sve uz opce sankcije koje su bile na snazi protiv Islamske
republike Iran. Iranci su rano spoznali da se ta ogromna nacija (1.64 miliona kvadratnih kilometara i preko
70 miliona stanovnika) sa nevjerovatnom kulturnom i nau¢nom historijom, mora uzdati samo “u se i u svoje
kljuse”, te mnogo ulozili u svoj obrazovni sistem, a jedan od produkta tog pristupa je bio i program za
nadarene ucenike srednje skole Frazangan koji je 1995. godine zavrsila i Maryam. Upisala se na Tehnologki
Univerzitet Sharif u Teheranu, poznat kao iranski MIT i brzo napredovala. Medutim, ponovno se desila
tragedija — po povratku sa takmicenja univerzitetskih studenata iz Univerziteta Ahvaz krajem marta 1997.
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SrERERYES Sa =T

Slika 3: Iranski matematicari pred odlazak na olimpijadu 1995. godine sa predsjednikom Irana, Akbarom HaSemijem Raf-
sandzanijem. Maryam Mirzakhani treca s desna.

godine netom pred ferije za Nawrooz, iransku novu godinu, autobus sa studentima, medu kojim se nalazila
i Maryam survao se u provaliju. Sest studenata nije prezivjelo, dok je Maryam raspust provela u bolnici
oporavljajuéi se od teskih ozljeda.

Slika 4: Maryam kao djevojcica.

Nije je to usporilo. Svoj prvi naué¢ni rad iz matematike objavila je dok je jos bila dodiplomac na Sharifu
(Decomposition of Complete tripartite graphs into 5-cycles). Po zavrsetku studija, odlazi na Harvard i tamo
radi doktorsku disertaciju ,,Simple geodesics on hyperbolic surfaces and the volume of the moduli space
of curves“, koju uspjesno brani 2004. godine pod mentorstvom Curtisa McMullena, dobitnika Fieldsove
medalje. Potom odlazi da radi na Univerzitetu Princeton, a potom dobiva poziciju profesora na Univerzitetu
Stanford. Tokom ovih godina dobiva niz nagrada za svoj rad, a svi iz njene profesionalne okoline su samo
imali superlative za njen rad. Njen mentor McMullen je rekao da je imala ,ambiciju bez straha“, tada se
pocela baviti geometrijskim hiperpovrsima ,,te bi u svojoj glavi formulisala imaginarnu sliku onoga $to bi se
trebalo dogadati, a onda bi dosla u moj kabinet i opisala je. Na kraju bi se okrenula prema meni i pitala
»,Da li sam u pravu?“. Uvijek sam bio jako polaskan njenim uvjerenjem da bih ja trebao znati odgovor na
to pitanje.“

Maryam je proucavala hiperboli¢ne povrsi, stvarajuéi formulu kako bi se procijenio broj linija za povrs
date duzine. Takoder je rijesila dva dodatna problema — problem zapremine takozvanih modulo prostora,
te dugo raspravljanu misteriju o topoloskim mjerenjima, modulo prostorima i teoriji struna. Prema Ben-
sonu Farbu, jedno od njenih najimpresivnijih postignuca jeste da je ona uspjela povezati sva ova otkrica.
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Rjesavanje bilo kojeg od ovih problema pojedinacno bio bi monumentalan uspjeh, dok je ¢injenica njiho-
vog uvezivanja doista nevjerovatna. Dok je boravila na Harvardu, upoznala je mladog ceskog doktoranta
iz teorijske kompjuterske nauke i primijenjene matematike, Jana Vondrdka. Nekoliko godina kasnije su se
vjencali i dobili kcerku, Anahitu.

Tokom godina dobila je ¢itav niz nagrada, kao sto su Blumenthal nagrada (2009), Satter nagrada (2013),
Clay istrazivacka nagrada (2014) i mnoge druge, ali moment kada kona¢no postaje svjetski poznato ime je
kada je 2014. godine Internacionalna matematicka unija na Svjetskom matematickom kongresu objavila da je
jedan od tri dobitnika Fieldsove medalje (de facto najvaznije nagrade u matematici, svojevrsni ,matematicki
Nobel“), uz Manjula Bhargavu i Artura Avilu, Prof. Maryam Mirzakhani, ,za njene istaknute doprinose
dinamici i geometriji Riemannovih povrsi i njihovih modulo prostora“.

Bila je to doista svojevrsna naucna ,,bomba*, jer, na sramotu matematicke zajednice, do tada niti jedna
zena nije bila dobitnik Fieldsove medalje. Maryam je takoder bila prvi drzavljanin Irana, te prva osoba iz
jedne dominantno islamske zemlje koja je dobila Fieldsa. Navikla je jednostavno biti prva u mnogoc¢emu!
Prva je bila i u tome da je predsjednik Islamske republike Iran, Hassan Rouhani, istakao njenu sliku sa
kratkom kosom na svom Twitter profilu prilikom svoje ¢estitke na ovom velikom uspjehu jedne Iranke. To
je bilo sokantno, jer su do tada svi iranski mediji samo koristili stare slike Maryam ili slike u kojima se
nalazi u sjenci. Naime, Maryam viSe nije nosila hidzab. Predsjednik Rouhani, poznat po svojim reformskim
stavovima, uradio je neSto $to nijedan iranski medij ne smije i time je, nesvjesno, Maryam jo§ jednom
pomjerila granice za sve Irance, a posebno Iranke. 2016. godine izabrana je i u Americku nacionalnu
akademiju nauka, kao prvi Iranac.

Medutim, ispod svega toga, krila se zlo¢udna bolest. Nije nazalost svojim izborom Maryam imala kratku
kosu. Posljedica je to bila ve¢ dugogodisnjeg tretmana, jer joj je 2013. godine dijagnosticiran rak dojke.
Prije tri dana mediji su objavili vijest da je Maryam primljena u bolnicu, jer se rak prosirio prije nekoliko
sedmica na koStanu srz.

Juéer? je BBC, sa svim ostalim svjetskim medijima, javio zalosnu vijest da je Prof. Dr Maryam Mir-
zakhani, izgubila ovu bitku i preminula u cetrdeset prvoj godini zivota, ostavivsi iza sebe svog supruga Jana
i kéerkicu Anahitu, ali i ¢itavu plejadu njenih kolegica i kolega koji su ostali Sokirani i istinski razaloSéeni
ovom vijescu, gdje itekako uklju¢ujem i sebe. Ponosan sam $to sam bar na tren bio obasjan svetloséu koja
ja jednostavno zracila iz Maryam, posebno iz njenih oc¢iju iz kojih je uvijek sijevala genijalnost, a arogancija
nikada. Uvijek ¢u je pamtiti kao onog djevojéurka na kampusu Univerzitetu York prije 22 godine koji je
na mene ostavio takav trag i priznat ¢u, sigurno uticao na odluku da postanem profesionalni matematicar.
Osjecam istinsku tugu i bijes §to nas je sve prerano napustio jedan briljantni um i predivna osoba a u razgo-
voru sa svim svojim kolegicama i kolegama se osjeti ista ogorcéenost ovom celestijalnom nepravdom. Utjeha
je samo ta da Prof. Mirzakhani nikada ne¢emo zaboraviti. U ovim za njenu porodicu najtezim trenucima,
hiljade njenih kolega i prijatelja stoje uz njih i uc¢estvuju u njihovoj boli.

Vjectna ti slava i hvala, rahmet ti dusi draga Maryam...

1)14.07.2017. op. urednika
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Zabavna matematika: Sibice

Zadatak 1. Pomjeranjem tacno jedne Sibice uciniti dati izraz tacnom jednakoscu.

Zadatak 2. Pomjeranjem tacno jedne Sibice uciniti dati izraz ta¢nom jednakosScu.

Zadatak 3. Pomgjeranjem tacno jedne Sibice uciniti dati izraz taénom jednako$éu.

Zadatak 4. Mjenjanjem mjesta tacno jedne Sibice uciniti da dati izraz ostane tacnom jednakoséu.

® 9 ® c ] [
®

® 9 ® ® 9 ® 9
®

[ ® ®

Ciljna skupina: svi uzrasti
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Nagradni zadatak: Lisica i plijen

Zadatak 1. Lisica je iz svoje jazbine wocila plijen. Da bi uhvatila plijen kretala se lukavom putanjom.
Ako sa A oznacimo poziciju lisice, a sa G poziciju plijena, kretanje lisice do plijena prikazano je narednom

slikom.
G

H

F
Slika 1: Kretanje lisice od tacke A do plijena G

Krenula je iz tacke A, kretala se 10 metara i stigla u tacku B, zatim je skrenula kretala se 10 metara i stigla
u tacku J. Ponovo je skrenula, kretala se 10 metara i stigla u tacku D, zatim se opet kretala 10 metara i
stigla u tacku H. Nastavila se kretati 10 metara @ stigla u tacku F i na kraju joj je preostalo jos 10 metara
do plijena (tacka G).

Da bi zavarala trag, lisica je odlucila de se ne vrati istom putanjom mego da se vrati kako je to prikazano

sljedeéom slikom.
¢

E

Slika 2: Vradanje lisice od plijena (G) do legla (A)

Krenula je iz tacke G 10 metara i stigla u tacku E, zatim 10 metara i stigla u tacku I. Opet 10 metara i
stigla u tacku C, pa 10 metara do tacke K i na kraju 10 metara do legla (A).

Kompletna putanja kretanja lisice prikazana je na narednoj slici,
G
I

Slika 3: Putanja lisice od tacke A do plijena G i nazad

Sve to je posmatrao lovac koji je bio matematicar i izracunao je ugao /K AB.

Pitange: Koja je prva cifra iza zareza u decimalnom zapisu, ugla Z K AB izraZenog u stepenima?

Ciljna skupina: srednja skola
Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 31.05.2018. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom)
Prvo pristiglo, tacno i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno prigodnom nagradom
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Konkursni zadaci

Osnovna skola

Zadatak 1 (*). Odrediti nepoznate decimalne cifre a,b,c i d tako da vrijedi

3 2 5 a
4 1 b 2
+ 5 ¢ 9 3
1 d1 8 1

Zadatak 2 (*). Zbir dva broja je 2016. Ako prvi broj poveéamo za 57, a drugi umanjimo za 57 dobijeni
brojevi bice jednaki. O kojim brojevima je rijec.

Zadatak 3 (*). Esma je Zeljela kupiti jednu knjigu cija je cijena 23 KM. Imala je samo novéanice od po 5
KM, a prodavacica je imala samo novcanice od 2 KM. Kako se moze izursiti plaéanje knjige.

Zadatak 4. Odrediti ugao o koji je za 35° veéi od cetvrtine svog suplementnog ugla.
Zadatak 5. Odrediti najveéi prirodan broj, koji pri dijeljenju sa 15 ima kolicnik jednak petostrukom ostatku.

Zadatak 6. Nebojsa, Bakir i Zeljko citaju ”Vecernji list”, ”Oslobodenje” i ”Nezavisne novine” i to svaki
cita samo jedne od ovih movina. Na pitanje, ko od njih c¢ita koje novine njihov prijatelj Jakob je odgovorio:
Koliko se ja sje¢am, Nebojsa je ¢itao ”Vecernji list”, Bakir nije ¢itao ”Oslobodenje”, a Zeljko nije ¢itao
”Vecernji list.” Dervo je slusao ovaj razgovor, pa je rekao da je odgovor Jakoba ta¢an samo za jednog citaoca.
Koje novine citaju Nebojsa, Bakir i Zeljko?

Zadatak 7. Trougao ABC je pravougli trougao sa pravim uglom tjemenu C' Neka je AD (D € BC) sime-
trala ugla LCAB. Ako je |CD| = 1,5¢m i |BD| = 2,5¢m izracunati |AC|.

Zadatak 8. U trouglu ABC, tacke D i E su na stranicama BC i CA respektivno. Poznato je da vrijedi
BD : DC =3:2, AE : EC = 3 : 4. Neka se duzi AD i BE sijeku u tacki M. Ako je povrSina trougla
jednaka 1, odrediti povrsinu trougla BM D.

Zadatak 9. Izracunati vrijednost izraza
(2+1)(22+1) (20 +1)- (227 +1) +1.
Zadatak 10. Nekom dvocifrenom broju doda se zbir njegovih cifara, a zatim se dobijenim brojem izvrsi ista

operacija. Na ovaj nacin dobija se dvocifreni broj koji ima iste cife kao pocetni broj, ali u obrnutom poretku.
Odrediti brojeve koji imaju ovu osobinu.

Ciljna skupina:
Zadaci oznaceni sa (*) su primjereni za najmladi uzrast (4. i 5. razred)
Rjesenja zadataka dostaviti najkasnije do 31.05.2018. godine, putem e-maila ili na adresu Casopisa (postom ili li¢no)
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Srednja skola

Zadatak 1. U AABC je «<C — <A = 60°, BD je simetrala ugla <B, D € AC i BE je visina E € AC.
Izracunati |DE| ako je |BD| = 10 cm.

Zadatak 2. Za koje vrijednosti a i b je a® —/2a+ b — 2vb + % =07

Zadatak 3. Polinom P(x) = z*+2x% +ax®+ 22 +0b je kvadrat drugog polinoma, gdje su a i b realni brojevi.
Odrediti drugi polinom i realne brijeve a i b.

Zadatak 4. Tetive AB i AC kruga k su jednake a tetiva AD sijece BC u tacki E. Ako je AC = 12 i
AE =8, izracunati AD.

Zadatak 5. Koji dvocifreni brojevi 10x + y zadovoljavaju uslov 10x +y = 22 + y% + xy ?

Zadatak 6. Ako je 0 < ¢ < % odrediti realne vrijednosti parametra m za koje je tacna jednakost cosp =
2
m* —4m —4

m2+1
Zadatak 7. Ako sua,f iy (o < B <) uglovi trougla i ako tan g, tang itan 3 cine aritmeticki niz, tada
cos a, cos 3, cosy takoder c¢ine aritmeticki niz. Dokazati!
Zadatak 8. Dokazati nejednakost
1 1 1 1
oo ——>1, neN.
ntl nt2 mas T3y o7

r+1
T

Zadatak 9. Ako je f (L) +3f(
r+1

) = 2z, odrediti f(x).
Zadatak 10. Neka su o, B i~ uglovi trougla. Dokazati da vrijedi nejednakost:
1 1 1

L o . ﬁ 3 o
S ) Sin 5 S )

Kada vrijedi znak jednakosti?

Rjesenja zadataka dostaviti najkasnije do 31.05.2018. godine, putem e-maila ili na adresu Casopisa (postom ili li¢no)
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Maturski ispit 2017. (zajednicki na TK)

Varijanta A

1. Rastaviti na faktore: a? — b? — 2 + 2bc.

2. Prva cijev napuni bazen za 9 sati, a druga za 12 sati. Za koliko bi sati napunile bazen prva i druga
cijev ako bi ga punile istovremeno?

3. Metodom determinanti rijesiti sistem:

7 5 1
bx—2y + 3z+2y ~ 2
7445 _q
4y—10x 6x+4y
4. Rijesiti nejednadzbu: > .

3xr+2 7 2x-3
Uporediti po veli¢ini brojeve A =5+ 2v/5 1 B = \/45 + 201/5.
Rijesiti jednadzbu: v/2z + 1+ vz — 3 = 4.
Rijesiti nejednadzbu: 21 - 3% + 100 - 5% — 314 > (.
Rijesiti jednadzbu: 2logg (2z) + logg (z2 — 2z + 1) = 2.
Rijesiti jednadzbu: 2cos?xz — 7cosz + 3 = 0.
10. Duzina visine stranice trougla iznosi 6¢m i ona dijeli pripadnu stranicu na dijelove duzina 3cm i 4cm.
Izracunati odstojanje presjecne tacke visina (ortocentra) od date stranice.

© 0w

Rjesenja zadataka
1. a® —b* — 2 4 2bc = a* — (b — 2bc + ¢?) —a2—(b—c’=(a—b+c)(a+b—-c).

1 1
2. Prva cijev za jedan sat napuni — bazena, a druga D bazena. Ako bi ga punile istovremeno, obje cijevi

1 1 7 36 1
bi za 1 sat napunile ) + 2= 36 bazena. Znagdi, cijeli bazen one bi istovremeno napunile za - = 5?
sati.
3. Dati sistem se moze napisati u obliku:
7 5 1
+ ==
Sx —2y 3x+2y 2

7 N 45 1
—2(5r—2y)  2(3z+2y)

pri ¢emu moraju biti zadovoljeni uslovi 5z — 2y # 0 1 3z + 2y # 0.
7

Uvodenjem smjena: = v, dobijamo novi sistem

:u7
dx — 2y 3z + 2y

1
utv=g u+w=1
L9 —u 49y =29 8HIE
*5’&‘}’51}—

2 2 1 2 2 1 D, 1 D, 1
D_‘—l 9’_20’ D“"z 9‘_5’ D”_‘—l 2'_5’“_3_1’”_3_1

Ciljna skupina: srednja skola
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Dakle,
_1
S50 —2y 4 5z — 2y = 28
—
5 1 3z + 2y =20
3z +2y 4
5 =2 128 =2 |5 28| Dy D,
Dl—‘3 2’—16,Dx—‘20 2’—96,Dy—’3 20‘—16,x—D—1—6, y=pr =1
[R:(a,y) = (6,1).]
2 3
DP:ac;é—g A x;«éi.Uz ovaj uvjet vrijedi:
1 1 1 1 2z — 3 — (3z + 2) —z—5
> = — >0 >0 —F—7F7—— >0/-(-1
3x+2 ~ 2x -3 3x+2 2x—3 Bx+2)(2x—3) — (Bx+2)(2x —3) — /(=D
T +5 <0

(Br+2)(2x —3) —
Ako uzmemo da je A=z + 5, B=3x+ 2 i C = 2z — 3, odgovarajuca tablica izgleda ovako:

2 3
x —00 ) 3 3 +00
A - 0 + + + + +
B - — — 0 + + +
c - - — — — 0 +
A/(B-C) - 0 + |ND| — | ND +

2 3

45+ 201/5 = 254+ 20/5 + (2V5)" = (5+2v5)° = A= B.

DP:(2x4120 A 2—-320) < x>3.

Buduéi da je lijeva strana date nejednadzbe nenegativna, ona se smije kvadrirati, naravno za one
vrijednosti nepoznanice koje zadovoljavaju DP. Dakle, data nejednadzba je, uz uvjet D P, ekvivalentna

sa
2e+14+2-34+2y2x+1)(x—-3)=16 < 2¢/(2x+1)(z—-3)=18-3z

{ 18—-3x >0
< . 2

Prema tome, data nejednadzba je ekvivalentna sa

(r=4Vax=84 ANz=23 ANz<6) < x=4.

DP: (x>0 AN z#1).
Uz uvjet DP, data jednadzba je ekvivalentna sa:

1
logg (4’52(1*1)2)15 = 4?22 -1)7=16 = z(x—1)==+2.

_R x=2.

Uvodeéi smjenu cosx = t, iz odgovarajuce kvadratne jednadzbe dobijamo ¢; = % ity = 3. Kako je
|cos x| < 1, imamo cosz = %, odakle je x = +% + 2km, k € Z.

Trazi se odstojanje OCy, gdje su C; podnozje visine i O presjek visina. Oznac¢imo to rastojanje sa
k. Kako je LACC; = £C1BO (uglovi s normalnim kracima) i LAC1C = £BC;0 = 90°, to je
ANAC;C ~ ABC;0. Iz te slicnosti dobijamo h : m = (¢—m) : k, $to zajedno sa h = 6, m = 4,
c—m =3, daje k=2 cm.
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KVALIFIKACIONI ISPIT 1Z MATEMATIKE
Edukacija u matematici i Primijenjena matematika
30. juni 2017.

Napomena: Zaokruziti samo jedan odgovor za koji smatrate da je tacan!

1 5
1. Kada je 6 litara vode dodano u rezervoar, indikator popunjenosti rezervoara se pomjerio sa 1 na 3
Koliko vode moze stati u taj rezervoar?

a) 16 1, b) 141, c) 121, d) 10 1.
2. Akosua=(1++v2)"tib=(1—-+2)""! tada je vrijednost izraza (a + 1)~ + (b +1)"! jednaka:

a) —v/2, b) V2, c) 0, d) —1.

2 4 422 +1

3. Broj realnih razli¢itih rjesenja jednacine m;c_ 1 71 = ; _+166 je:

a) 0, b) 1, ) 2, d) 3.
4. Zbir kvadrata rjesenja jednacine 222 +kx —3 = 0, (k € R) je jednak 7 ako su vrijednosti parametra k:

a) +/3, b) £2, c) £v/2, d) +4.

1-4
5. RjeSenje nejednacine z > 4 je skup:
1 ol 1 3 1 3
a)—§<x<—|—oo, b)—§<x<0, c)O<x<—E, d)—§<x<—1—6.

1
6. Akosua=0,01ib= -3 koja od sljedecih relacija je tacna?
a) a® < b3, b) a® < b, c) a® < b, d) a® < b.
7. Zbir cifara dvocifrenog broja je 9. Ako cifre zamijene mjesta, dobijeni broj je za tri veéi od treéine
datog broja. Koji je to broj?
a) 18, b) 72, c) 36, d) 45.

2241003 522°+3 _ 970,5  £—5x+6

8. Broj rjesenja jednacine 3 koji pripada skupu pirodnih brojeva je:

a) 0, b) 1, ) 2, d) 3.
L. . .. 3r—1 .
9. RjeSenje nejednacine log% PO > 0 je skup:
a) x € lJroo b) z € lJroo c)x € fool d)z e fool
3, b 37 Y K 3 ) ) 3 *

10. Iz kruzne ploce je izrezan jednakostrani¢ni trougao maksimalne povr§ine. Stranica trougla iznosi 2m.
Kolika je povrsina otpatka?
a) ™ — /3 m2, b)%ﬂf\/ng, c)%wf\/gmz, d) 47 — /3 m?.

Ciljna skupina: srednja skola
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RJESENJA
1. Oznacimo sa z koli¢inu vode koja moze stati u rezervoar. Tada, prema uslovima zadatka, vrijedi

1 5 5 1 3
Dakle, tacan odgovor je (a).
2. Prije svega, racionalisanjem dobijamo

L_1ov2 1mv2

S A T A A

B 1 14V2 o1V
e v AR EEV, A

pa je
1 1 1
D+ +) i — — = —
@+ D)7+ 0+ )" = a3+ T = 5

Dakle, tacan odgovor je (c).
3. Definiciono podruéje jednacine je skup D = R\ {£2}. Dalje je

x2 4 422 +16

2—4 22+4 24 —16

2?(2? +4) —4(x® —4) 42?416

% —16 2t -16

ot 4+ 4x? — 42% 416 = 42 + 16
zt— 422 =0

22 (2% —4) =0,

odakle zaklju¢ujemo da je x = 0V z = +2. Zbog definicionog podruéja jednacine, rjeSenje jednacine
je samo x = 0. Dakle, tacan odgovor je (b).

4. Ako su x7 i xo rjeSenja jednacine, tada na osnovu Vietovih pravila imamo da je z1 + zo = —% i
Ty To = —%. Prema uslovu zadatka imamo
2
2 2 2
T=ua]+25=(x1+x2)" — 227 - 20 = Z+3

odakle je ’“4—2 =4 & k? =16 & k = +4. Dakle, tacan odgovor je (d).
5. Definiciono podru¢je nejednacine je skup D = R\ {f%} Dalje je

174x>4¢>174x74>0¢>174x712x74>0®73716x> ®3+16x 0.
3z +1 3z+1 3z +1 3z+1 3z +1
Iz tabele
T |—00 —% —% 400
3+ 16z - - 0 +
3z +1 -0 + +
et + 4 - 0 +

zaklju¢ujemo da je rjesenje skup —% <z < —%. Dakle, tacan odgovor je (d).



6.
7.

10.
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Kako je a = 0.01 = 15 tada je a® = 7z 1 b® = § pa je tacan odgovor (c).

Neka su x cifra desetica i y cifra jedinica dvocifrenog broja 10x +y. Prema uslovu zadatke je x +y = 9
i10y+z=3+ %(101‘ + y), odakle je

z+y=9
—T7x+29y =9
odnosno
Tr+ Ty =63
—7x 429y = 9.

sada se lahko dobije rjesenje sistema x = 71y = 2, pa je trazeni broj 72. Dakle, ta¢an odgovor je (b).
Definiciono podrugje jednacine je skup R. Dalje je

42241003 2 _
3 > . 52$ +3 — 270,5 . 5 5x+46
40241023 2 1 e
3 5 . 52:17 +3 — (33) 2, 5 5x+6
42241003 2. 3 _
372 . 52:17 +3 — 32 . 5 5x+6
2
SW_% . 52x2+3+5x—6 1
2 P 2
32:1: +5x—3 . 521 +5x—3 =1

1521’2-‘1—5(1:—3 — 1

(R I A

222 +52—-3=0

¢ija su rjeSenja 21 = —3 i zo = 5. Dakle, tacan odgovor je (a).

Definiciono podrucje nejednacine dobijamo iz uslova iﬁ;; >03r—-1>0 2> % jerje 22 +2>0
za svaki realan broj. Dakle, definiciono podrucje jednacine je skup (%, +oo). Dalje je
Jx—1
——F =0
2 42
3z —1
x?+2
3z —1

<1
242 =
3z —1

—-1<0
22 +2 -
—2?2+3z -3
— <0.

x2 +2 -

log%

log% > log% 1

[

Posljednja nejednakost je taéna za svaki realan broj jer je za svaki realan broj 2242 > 0i —2%2432—3 <
0 (a < 0,D < 0). Dakle, vodeéi ra¢una o definicionom podrucju, rjesenje nejednacine je skup (%, +oo)
pa je tacan odgovor pod (b).

V3
Stranica trougla je a = 2m pa je povrsina jednakostrani¢nog trougla jednaka Pr = a ;/_ =3m?. S

druge strane, povrsina trougla se moze izra¢unati pomoc¢u formule P = rs gdje je r polupre¢nik upisane

kruznice a s poluobim i specijalno za jednakostrani¢ni trougao je s = 37“ Za nas jednakostrani¢ni
trougao je poluobim s = 3 pa je r = g = @ U tom slucaju je povrsina kruzne ploce jednaka

Pixp=r’n= 5. Povrsina otpatka je P = Pkp — Pr = § — V3. Dakle, tacan odgovor je ().
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