PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA
u saradnji s

UDRUZENJEM MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA

Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 10. mart/ozujak 2018. godine
Prirodno-matematicki fakultet Univerziteta u Tuzli

I razred

. Prva cijev napuni bazen za 6 sati, a druga za 9 sati. Za koliko bi sati prva i druga cijev napunile
bazen ako bi ga punile istovremeno?

. Izracunati vrijednost izraza

A= 1+ ! 1+ ! 1+ 1 1+ L 1+ 1
- 1-3 2.4 3.-5) 7" 2015 - 2017 2016 - 2018 ) °

. Dat je jednakokraki trougao AABC (|AC| = |BC]). Simetrala ugla L ABC sijece krak AC' u
tacki D. Prava p sadrzi tacku D, normalna je na BD i sijece pravu AB u tacki E. Dokazati
da je |BE| =2|AD|.

. Naéi sve parove (p, q) prostih brojeva p i ¢ takvih da je
= =0+q)’.

. U jednom gradu, koji ima samo 40000 stanovnika, organiziraju se u dobrotvorne svrhe razne
aktivnosti. Gradonacelnik se na kraju godine pohvalio da su odrzana dva koncerta i lutrija,
te da je svaki drugi gradanin sudjelovao u dobrotvornim aktivnostima. Poznato je da je na
koncertu ozbiljne muzike bilo 2000 posjetilaca, na rock-koncertu 8000, te da je po jedan listi¢
lutrije kupilo 12000 stanovnika. Nadalje, poznato je da je 500 ljudi bilo na oba koncerta, da je
50 ljudi koji su bili na koncertu ozbiljne muzike sudjelovalo u lutriji, te da je 3000 posjetilaca
rock-koncerta kupilo lutriju. Nitko nije kupio vise od jednog listica lutrije.

Dali je gradonacelnik dao dobru procjenu da je svaki drugi gradanin sudjelovao u dobrotvornim
aktivnostima ili je pogrijesio?
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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II razred
. Za koje vrijednosti parametra m jedan od korijena (rjesenja) jednadzbe

20> — (2m+ 1)z +m® —9m+39=0

je jednak dvostrukoj vrijednosti drugog korijena. Za nadene vrijednosti parametra m rijesiti
jednadzbu.

. U jednakokrakom trouglu jedan ugao iznosi 108°. Dokazati da je omjer duzina osnovice i kraka

1++5

tog trougla jednak 5

. Odrediti cjelobrojnu vrijednost izraza

\/x2+\/4x2+\/16x2+8x+3
ako je x nenegativan cio broj.
. Odrediti cifre z,y, 2 tako da bude \/Tyz = (= + y) /2.

. U 8ahovsku tablu 8 x 8 upisani su brojevi 1, 2, ..., 64. Dokazati da postoje dva susjedna kvadrata
(tj. sahovska polja) koji sadrze brojeve koji se razlikuju bar za 5. (Kvadrati su susjedni ako
imaju barem jednu stranicu zajednicku.)
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IIT razred

. U skupu realnih brojeva rijesiti nejednadzbu

25-2% — 10" 4+ 5" > 25.

. Za duzine kateta a i b pravouglog trougla vrijedi

a—>b

(loga +logb — log2) .

N | =

log
Odrediti ostre uglove trougla.

. Na stranici BC trougla AABC odabrana je proizvoljna tacka D, a na stranici AB tacka E
takva da je DE || CA. Neka su P, P, i P, redom povrsine trouglova AABC, AEBD i AABD.
Dokazati da je tada P, = /P - P;.

. Dokazati da postoji barem 2018 trojki prirodnih brojeva (m,n, k) za koje vrijedi
mi® 4 pls — 16,
. Neka je S podskup skupa {1, 2, ...,2n} koji ima n + 1 ¢lanova.

a) Dokazati da postoje dva relativno prosta elementa skupa S.

b) Dokazati da u S postoje dva elementa od kojih jedan dijeli drugi.
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IV razred

. Izracunati vrijednosti izraza:

) (g) ; @ " (g) - (Z)’
0 (5) - () + (5) =0 ()

. Ako su sin (S + v — @), sin(y+ a — (), sin(a + 8 —7) uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza,
dokazati da su i tana, tan 3, tan~y takoder uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza. Pri tome
pretpostavljamo da su uglovi «, 3, v razli¢iti od (2k 4+ 1) - 90°, k € Z.

. Od svih jednakokrakih trapeza kojima je ugao na osnovici 60° i ¢ija je povrsina jednaka 6v/3,
odrediti onaj koji ima minimalan obim.

. Dokazati da je za svaki prost broj p > 2 brojnik razlomka

m 1 1 1
—=1l4+=-+-+.. .+ — eN, NZD =1
” —|—2+3+ +p—1 (m,n , (m,n) )

djeljiv sa p.

. Uprava trznog centra u jednom turistickom mjestu je uocila da medu kupcima ima stranih
turista i odlucila poslati osoblje na tec¢ajeve stranih jezika. Svaki prodavaé treba upisati tecaj
jednog jezika, a cilj je da za svaki od 9 za to mjesto bitnih jezika postoji prodava¢ u trznom
centru koji govori tim jezikom. Na koliko se na¢ina moze poslati p prodavaca tog trznog centra
na tecajeve?
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Prva cijev napuni bazen za 6 sati, a druga za 9 sati. Za koliko bi sati prva i druga cijev
napunile bazen ako bi ga punile istovremeno?

1 1
RjeSenje. Prva cijev za 1 sat napuni 5 bazena, a druga — bazena. To znaci da bi te dvije cijevi, ako

1 D
bi punile bazen istovremeno, za 1 sat napunile 5 + 9= 13 bazena. Dakle, da se napuni cio bazen
potrebno je x sati, pri cemu je
)
—x = 1.
18

1 3
Odavde je x = = = 35 sati, odnosno 3 sata i 36 minuta.

Zadatak 2. Izracunati vrijednost izraza

A= 1+ L 1+ L 1+ L 1+ L 1+ L
N 1-3 2.4 3-5)7" 2015 - 2017 2016 - 2018 ) °

Rjesenje. Uocimo da je svaki izraz u zagradi oblika

1 1+n2+2 1)?
14 e L U ) MR P WP Y
n(n+2) n(n+2) n(n+2)

Zbog toga je

I S VI S S W S S
1-3 1-3 2.4 2.4’ 3-5 3-5 4-6 4-6
. 1 _ 20142 n 1 _ 20152
2013 - 2015 2013 - 2015’ 2014 -2016 2014 - 2016’
1 1 B 20162 1 20172

* 2015-2017  2015-2017’ + 20152017 2016 - 2018’

Sto implicira da je

1 22 32 42 52 20142 20152 20162 20172
T 1-3 2-4 3.5 4-6 7 2013-2015 2014-2016 2015-2017 2016 - 2018
22017 2017
2018 1009°

Zadatak 3. Dat je jednakokraki trougao ANABC (|AC| = |BC|). Simetrala ugla LABC' sijece krak
AC u tacki D. Prava p sadrZi tacku D, normalna je na BD 1 sijece pravu AB u tacki E. Dokazati
da je |BE| =2|AD|.

Rjesenje. Neka prava p sijece BC u tacki F' i neka je DM ||BC. Trougao BEF je jednakokraki jer
je simetrala <FBF normalna na osnovicu E'F. Zaklju¢ujemo da je ED = DF. Kako je DM | BC
to je DM srednja linija ABEF, pa je |[EM| = |MB|. Tada je tezisna duz DM pravouglog trougla

1
ABDE jednaka polovini duzi BFE, tj. |DM| = 3 |BE|. Kako je AAM D jednakokraki (<DAM =

1
IDMA =2¢) to je |DM| = |AD| = 3 |BE| paje |BE| =2-|AD|.
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Zadatak 4. Naéi sve parove (p,q) prostih brojeva p i q takvih da je
= =0+q)’.
Rjesenje. Ako je p = ¢ (mod3), onda je p* — p° = p* (mod 3), tj. p> = p? (1 + p?) (mod 3).

e Ako nije p = 0(mod3), onda je p = 1 + p®(mod3). Odavde je p* — p = —1(mod3), tj.
31 (p® —p). S druge strane je p*> —p = (p—1)p(p+ 1), tj. proizvod tri uzastopna prirodna
broja od kojih jedan mora biti djeljiv sa 3, pa 3 | (p*> — p). Kontradikcija! Dakle, ne vrijedi:
p = q(mod 3) i nije p = 0 (mod 3).

e Akoje p=¢q=0(mod3), onda je p=q =3, paje 3 — 3% = (3+3)% §to je nemoguée.

Dakle, nije p = ¢ (mod 3).

Ako je p=1(mod3)iq=2(mod3), tada je p* —¢® =1 —23=2(mod3) i (p+¢)° =0 (mod 3).
Kontradikcija!

Ako je p = 2(mod3) i ¢ = 1(mod3), tada je p*> — ¢> = 8 — 1 = 1(mod3). S druge strane
je (p+q)* = 0(mod3), pa ne vrijedi p* — ¢ = (p + ¢)* (mod 3). Dakle, ni u ovom slucaju nema
rjesenja.

Ako je p = 0(mod3) i nije ¢ = 0(mod3), onda je —¢° = ¢ (mod 3), odnosno ¢ (¢*> +1) =
0 (mod 3). Kako ¢ + 1 nije djeljivo sa 3, to mora biti ¢ = 0 (mod 3). Kontradikcija! Ni u ovom
slu¢aju nemamo rjesenje.

Ako je ¢ = 0 (mod 3) i nije p = 0 (mod 3), onda je ¢ = 3, pa je p* — 243 = (p + 3)°, tj.

p® — p* — 6p = 252.

Kako je 252 = 22-3% -7, to je p € {2,3,7}. Direktnom provjerom utvrdujemo da je p = 7. Dakle,
jedino rjesenje je par (7,3).

Zadatak 5. U jednom gradu, koji ima samo 40000 stanovnika, organiziraju se u dobrotvorne svrhe
razne aktivnosti. Gradonacelnik se na kraju godine pohvalio da su odrzana dva koncerta i lutrija, te
da je svaki drugi gradanin sudjelovao u dobrotvornim aktivnostima. Poznato je da je na koncertu
ozbiljne muzike bilo 2000 posjetilaca, na rock-koncertu 8000, te da je po jedan listic lutrije kupilo
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12000 stanovnika. Nadalje, poznato je da je 500 ljudi bilo na oba koncerta, da je 50 ljudi koji su
bili na koncertu ozbiljne muzike sudjelovalo u lutriji, te da je 3000 posjetilaca rock-koncerta kupilo
lutriju. Nitko nije kupio vise od jednog listica lutrije.

Da li je gradonacelnik dao dobru procjenu da je svaki drugi gradanin sudjelovao u dobrotvornim
aktivnostima ili je pogrijesio?

Rjesenje. Budu¢i da nemamo razloga misliti ista lose o gradonacelniku, jedino §to mozemo uciniti
je provijeriti da li je broj prodanih ulaznica, odnosno listica lutrije u skladu s gradonacelnikovom
izjavom o broju gradana koji su sudjelovali u dobrotvornim aktivnostima. Oznac¢imo s O skup svih
ljudi koji su bili na koncertu ozbiljne muzike, sa R skup ljudi koji su bili na rock-koncertu, a sa L
skup ljudi koji su kupili listi¢ lutrije. Tada znamo:

k(O) =2000, k(R)=8000, k(L)= 12000,
E(ONR) =500, k(ONL)=50, k(RN L)=a3000,
k(O URU L) = 20000.

Nacrtamo li skicu tih skupova ili jednostavno koristimo formulu ukljuc¢ivanja-isklju¢ivanja, vidimo
da je:

E(OURUL)=k(O)+k(R)+k(L)—k(ONR)—k(ONL)—k(RNL)+k(ONRNL).
Uvrstavanjem gornjih vrijednosti u posljednju jednakost, dobija se
E(ONRNL)=1550,

sto bi trebalo znacti da je O N RN L veéi od nekih svojih nadskupova (npr. od (O N R)), a to je
nemoguce.

Lahko se moze vidjeti da tome moze biti uzrok ¢injenica da je gradonacelnik izjavio da je u
dobrotvornim akcijama sudjelovao ve¢i broj sudionika nego sto ih je zaista bilo. (Cak i da je gradon-
acelnik u sudionike ura¢unao i organizatore tih aktivnosti, pretjerao je - da bi njegova izjava mogla
biti u skladu s ostalim podacima, njih bi trebalo biti najmanje 1500. )



IT razred

Zadatak 1. Za koje vrijednosti parametra m jedan od korijena (rjeSenja) jednadzbe
222 — 2m+ 1)z +m* —9Im+39=0

je jednak dvostrukoj vrijednosti drugog korijena. Za nadene vrijednosti parametra m rijesiti jed-
nadzbu.

Rjesenje. Neka je 1 = 2x5. Uoc¢imo prvo da korijeni jednadzbe moraju biti realni brojevi, tj. mora
da bude
D = (2m+ 1) — 8 (m? — 9m + 39) > 0.

S druge strane, prema uvjetima zadatka, a koriste¢i Viéteova pravila, imamo

2m + 1 m? — 9m + 39
3Ty = 5 275 = 5 .
Zamijenimo li x5 iz prve jednakosti u drugu, dobije se
om+1\° B m? — 9m + 39 4m2+4m+1_m2—9m+39
6 4 36 B 4

& m*—1Tm+70=0< (m=7Vm=10).

Kako je u oba slucaja D > 0, to su trazene vrijednosti za parametar m: 10 ili 7.

5
U slu¢aju m = 7 dobije se kvadratna jednazba 222 — 15z + 25 = 0, ¢ija su rjeSenja x; = 5 i 29 = 5@

7
u sluéaju m = 10 dobije se kvadratna jednazba 222 — 21z + 49 = 0, ¢ija su rjeSenja x; = 71 29 = 7

Zadatak 2. U jednakokrakom trouglu jedan ugao iznosi 108°. Dokazati da je omjer duZina osnovice

14++5

i kraka tog trougla jednak 5

Rjesenje. Neka su A, B i C vrhovi trougla. Oznac¢imo sa D i E tacke na stranici BC' takve da je
<DAB = <CAFE = 36°.
Oznacimo sa |BD| = z, a sa |BC| = a. Dakle, |[AB| = |AC| =b, |DC| =a — x.




Trougao AABD je jednakokraki pa je |BD| = |AD|, AADC je jednakokraki pa je |DC| = |AC| &
a—x=>b,tj. x =a—"0b. Trouglovi ADAB i AABC su sli¢ni, pa vrijedi:

|DA|  |AB|
[AB]  [BC|’
odnosno
r b
b oa
tj.
a—b b
b a
pa imamo

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobijamo

b

(a) _1£45
+ 2
Kako rjesenje s minusom ne dolazi u obzir (negativno je), ostaje

1445

a
b 2

Zadatak 3. Odrediti cjelobrojnu vrijednost izraza

\/x2+ \/4x2+\/16:v2+8x+3
ako je x nenegativan cio broj.

RjeSenje. Posto je x nenegativan cio broj, onda je

4dr+1 < V1622 +8x+3 <4z +2
A +4r+1 <42+ V1622 +8r+3 <4’ +4r+2 < 42?2+ 8z + 4
(20 4+ 1)* < 422 + V1622 + 8z + 3 < (2z + 2)°

2x+1<\/4x2+\/16x2+8x+3<2x—|—2

x2+2;1:+1<a:2—|—\/4x2—|—\/16:1:2+8:c+3<:1:2+23:~|—2<x2++4x+4

T ¢ ¢ ¢

(x—|—1)2<:c2—|—\/4x2+ 1622 4 8z + 3 < (z +2)°

a:+1<\/x2—|—\/4x2+\/16:c2+8:c—|—3<x+2

)’

& \‘\/x2+\/4x2+\/16x2+8x+3J =x+1,

po definiciji cjelobrojne vrijednosti nenegativnog broja (kao najveéi cio broj koji nije veéi od tog
broja).
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Zadatak 4. Odrediti cifre x,y, z tako da bude \/Tyz = (x +y) /2.

RjeSenje. Data jednadzba je ekvivalentna sa
107G+ 2= (v +y)* 2 & 1075 = 2 [(v + y)* — 1] .

Dokazimo da je Ty = 0 (mod 3). Pretpostavimo suprotno, tj. da broj Ty nije djeljiv sa 3. Tada zbir
njegovih cifara pri dijeljenju sa 3 daje ostatak 1 ili 2, odakle je

(z+y)*=1(mod3) & (z+y)* —1=0(mod3),
sto je kontradikcija, pa Ty = 0 (mod 3) = x + y = 0 (mod 3), zbog ¢ega mora biti
z=0(mod3) i (z+y) € {3,6,9,12,15,18}.
i) x +y = 3 = 107y = 8z, $to je nemoguce jer je
0 <82 < 72N 10xy > 100;

H)r+y=6=>200+2y=72=>72=2(r+y) + 18 =12+ 182 =6 (2 + 3z) = z = 0 (mod 6), pa
je z=061onda je 2+ 3x =7, tj. x nije cifra;

) z+y=9=7y=82=8=92+(r+y)=92+9=9(r+1) = 2=0(mod9), pajez=91i
ondaje8=z+1=2 =7, pajey =2, sto je irjesenje zadatka;

iv) x +y € {12,15,18} = [(a: +y)° - 1} € {143,224, 323}, sto znaci da je 10zy djeljivo sa 143, 224,
323, a to je nemoguce.

Rezultat: v =7,y=2,2=09.

Zadatak 5. U sahovsku tablu 8 x 8 upisani su brojevi 1, 2, ..., 64. Dokazati da postoje dva susjedna
kvadrata (tj. $ahovska polja) koji sadrze brojeve koji se razlikuju bar za 5. (Kvadrati su susjedni ako
imaju barem jednu stranicu zajednicku.)

Rjesenje. Definirajmo kao "korak” prelazak iz kvadrata u njemu susjedni kvadrat. Promatrajmo
pozicije broja 1 i broja 64. O¢ito od broja 1 do broja 64 mozemo sti¢i u najvise 14 koraka. Neka su
brojevi koji su upisani u kvadrate preko kojih prelazimo: aq, as, ... , a, za n < 14. Ako bi razlika
brojeva u svaka dva kvadrata bila manja od 5, tada bismo imali

56 =4-14 > |ag — 1| + |aa —a1| + ... + |64 —an| > |as — 1+ ag — a1 + ... + 64 — a,,| = 63,

sto je kontradikcija. Dakle, postoje dva susjedna kvadrata koji sadrze brojeve koji se razlikuju bar
za o.
(Ova pozicija od maksimalno 14 koraka je u slu¢aju da su 1 i 64 u uglovima table.)

11



IIT razred

Zadatak 1. U skupu realnih brojeva rijesiti nejednadzbu
25-2% — 10" + 5" > 25.

Rjesenje. Imajuéi na umu da je 10° = (2 - 5)" = 2% - 5%, imamo

25-2° — 10" +5" > 25
& 25(2°—1)—5"(2"=1) >0
& (2°=1)(25-5")>0
& {(2"-1>0A25-5">0)V(2"—1<0A25—-5"<0)}
< {(z>0Nz<2)V(r<0Az>2)}
& (e (0,2)vrel)
< €(0,2),

tj. 0 <z < 2.

Zadatak 2. Za duzine kateta a i b pravouglog trougla vrijed:

-b 1
loga2 :§(loga+logb—log2).
Odrediti ostre uglove trougla.
Rjesenje. Iz jednakosti
-b 1
log a4 = §(loga+ log b — log 2)
dobijamo niz ekvivalencija
a—>b
2log = loga + logb — log 2

2
o a—0b\> | ab<:> a—b\> ab
og | —— ) =log— = —
s\ 2 79 2 2
& a® +b* = 4ab.
Ako sada iskoristimo Pitagorin teorem, tj. da je a? + b? = 2, dobijamo
c = 4ab.

U pravouglom trouglu je sina = p icosa = o tj. a = csina i b= ccosa, pa je

4ab = 4¢? sin o cos

sto zajedno sa (1) daje

1
4sinacosa =1 < sin2a = 5

12



Odavde je 2a = 30° ili 2o = 150°, odnosno a = 15° ili @ = 75°. Da bi logaritam iz zadatka bio
definiran, mora da vrijedi a —b > 0, tj. a > b, a samim tim i « > . Dakle, jedino rjesenje je o« = 75°
if=15°

Zadatak 3. Na stranici BC' trougla AABC' odabrana je proizvoljna tacka D, a na stranici AB
tacka E takva da je DE || CA. Neka su P, Py i Py redom povrsine trouglova AABC, AEBD i
AABD. Dokazati da je tada Py =+/P - P;.

Rjesenje. Posmatrajmo datu sliku i sa 3 oznac¢imo ugao pri tjemenu B.

Zbog sli¢nosti trouglova ABDE i AABC, dobijamo

|BD| |BE|

— =-——=k, ke (0,1).

|BC| |BA]| (0.1)
Povrsine posmatranih trouglova u zadatku mozemo izracunati kao

1 1 1
P = é\BAHBC’| sinf, P = §\BEHBD]sinﬁ, P, = §]BAHBD] sin f3.

Odavde je

1 1
P-P = Zst5|BA||BC||BE||BD| = Zs11125|BA||BC|l<; -|BAlk - |BC|
1 2 1 2
= <§sinﬁ\BA\k- |ch> = (5 smmBAHBDy) =Pj,

odnosno P, = /P - P;.

Zadatak 4. Dokazati da postoji barem 2018 trojki prirodnih brojeva (m,n, k) za koje vrijedi

m'® 4 pl5 — 16,
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m n
Rjesenje.Oznacimo sa u = m iv = T Tada je jednakost m!> + n'® = k6 ekvivalentna sa

u'® 4+ v'% = k. Dakle, imamo

k=u"+0'
m = uk = u(u'® + v'%),

n = vk = v(u® + ™).

Brojeve u i v mozemo odabrati na beskona¢no mnogo nacina, pa samim time postoji beskona¢no
mnogo nacina kako generirati trojku brojeva (m,n, k). Time postoji i barem 2018 nacina.

Zadatak 5. Neka je S podskup skupa {1,2,...,2n} koji ima n + 1 élanova.
a) Dokazati da postoje dva relativno prosta elementa skupa S.
b) Dokazati da u S postoje dva elementa od kojih jedan dijeli drugi.

Rjesenje. a) Promatrajmo n parova: (1,2),(3,4),...,(2n —1,2n). Kako skup S sadrzi n + 1
elemenata, to po Dirichletovom principu S sadrzi komponente barem jednog od navedenih parova,
tj. neka dva uzastopna prirodna broja ki k+ 1 iz skupa {1,2,...,2n}. No, kako je NZD (k,k + 1),
tj. oni su relativno prosti, te je tvrdnja a) dokazana.

b) Promatrajmo broj a = 2k — 1, k > 1. Neka je

Co={z|z=2"a,iecNU{0}}N{L,2,..,2n}.

Ako sada promatramo skupove C1, Cs,..., Cs,_1, uocavamo da su oni disjunktni i da je njihova unija
upravo skup {1,2,...,2n}. Kako skup S sadrzi n + 1 elemenata, to on sadrzi barem dva elementa iz
nekog skupa Cj, j € {1,3,...,2n — 1}. Bududi da za dva elementa p i ¢ iz skupa C; vrijedi p | ¢ ili
q | p, to je time i tvrdnja b) dokazana.
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IV razred

Zadatak 1. Izracunati vrijednosti izraza:
n n n n
Lo () + (1)« (5) -+ (2)
n n n n
— — o+ (=1D)" :
0 (6)- (1) (2) = ()

Rjesenje. Koristimo Newtonovu binomnu formulu
n (1
(a +b) :Z<k)a bk (2)
k=0

a) Ako u formuli (2) stavimo a = b = 1, dobije se

() (2)+ () s+ () -2 () -0

b) Stavimo li sada a =11 b= —1 u formuli (2), dobit éemo

(6) - () () () =2 () o =a-vr=0=0

Zadatak 2. Ako su sin (8 +v — «), sin(y+ o — ), sin (a + 8 — ) uzastopni ¢lanovi aritmetickog
niza, dokazati da su i tana, tan 3, tan~y takoder uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza. Pri tome
pretpostavljamo da su uglovi «, 3, v razliciti od (2k + 1) -90°, k € Z.

Rjesenje. Kako su sin(5 + v — «), sin(y + a — ) i sin(a + 8 — ) uzastopni clanovi aritmetickog
niza, to vrijedi jednakost

sin(y +a— ) —sin(f+ v — a) =sin(a +  — ) —sin(y + a — ),

odnosno
sin(a+ 3 — ) +sin(f +v — a) = 2sin(y + a — B).

Koristet¢i formulu za pretvaranje sume sinusa u proizvod i adicione formule za sinus zbira, dobijamo

Jpry—a—a-B+y

251nﬁ+7_a;a+ﬁ_vco i = 2[sin(y + «) cos B — sin B cos(a + 7v)].
Dakle,
sin 3 cos(y — «) = sin(y + «) cos B — cos(a + ¥) sin 3,
sin B[cos(y — @) + cos(a + )] = sin(y + «) cos 3,
pa je

2sin 3 cosy cos a = (siny cos v + sin v cos y) cos (.
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Dijeljenjem posljednje jednakosti proizvodom cos « cos ff cosy (§to je dozvoljeno zbog pretpostavke
u zadatku), dolazimo do jednakosti

2tan f = tana + tan -y,
¢ime je dokazano da su tan «a, tan 3 i tan~y uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza.

Zadatak 3. Od svih jednakokrakih trapeza kojima je ugao na osnovici 60° i ¢ija je povrsina jednaka
6v/3, odrediti onaj koji ima minimalan obim.

Rjesenje. Neka su a i b veta i manja osnovica trapeza, H njegov visina, a ugao na osnovici, a P i
O povrsina i obim trapeza, respektivno. Kako je a = 60°, uocavanjem jednakostrani¢nog trougla na

V3

jednom kraku trapeza, dobijamo da jea =b+ci H = — Na osnovu toga zakljucujemo da je
V3 a+b V3
odnosno
c(2b+ ¢) = 24. (3)
7| I G
L.
n ]

Kako je O = a + b+ 2¢ = 2b + 3¢, koristeti nejednakosti izmedu geometrijske i aritmeticke sredine,
dobijamo

20+ 3 2b 2
@t o s
to jest O > 2v/48 = 8v/3. Jednakost u prethodnoj nejednakosti se zaista dostize za
2b+ ¢ = 2c¢,

odnosno 2b = ¢. Dakle, minimalna vrijednost obima je 8+/3.
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Napomena. Zadatak se mogao rijesiti i upotrebom diferencijalnog racuna. Naime, iz (3) slijedi

12
dajeb=— — g pa zamjenom u formulu obima dobijamo
c

O:O(c):2<2—2)+3c:%+20.
c 2 c

Odavde je

24
O’(c):——2+2:0:>c:2\/§.

4

Kako je O" (¢) = —f to je 0" (2v/3) =
c

c=2V3 (kadajeb:\/g) i ona je Opin

0, tj. funkcija O (¢) dostize minimalnu vrijednost za

7
~ 83,

Zadatak 4. Dokazati da je za svaki prost broj p > 2 brojnik razlomka

m 1 1 1
_ N —
" 1+2+3+ -+ P (my,neN, NZD (m,n) =1)

djeljiv sa p.

Rjesenje. I nacin Posto je prema uvjetu zadatka prost broj p > 2, on je neparan, pa je p£1 paran,
a onda je

m—1+1+1++1+1—1+1 SR (VI T [
n o 2 3 p—2 1 \1 p-—-1 2 p—2 p—1 = ptl

NI
p—1 2(p—2) = p.ral

p=1 2(p-2) Sl

Zajednicki nazivnik za sve razlomke u uglastoj zagradi je

-1 p+1
L (p=1)-2-(p=2) - Fm - Em = (= 1)L,
pa je
m q m(p—1)!
—=p- NqgeN —=q. 4
(n - niE )(:) np ! @
Kako je g € N, iz jednakosti (4) slijedi da je
m (p—1)! = 0 (modnp). (5)

Medutim, svaki prost broj p uzajamno je prost sa svim prirodnim brojevima koji su manji od njega,
pa je, prema tome, uzajamno prost sa svim faktorima broja (p — 1)!, tj.

NZD (p,(p— 1) =1. (6)

Najzad, iz relacija (5) i (6) slijedi da mora biti m = 0 (mod p).
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IT nacin Kako je broj p neparan, to je broj p—1 paran, pa ga mozemo napisati u obliku p—1 = 2k
(k € N). Sada imamo

= = 1+1 +1+L++1+L
n  \1 p-1 2 p—2 " ko k+1

1 1 1
= + bt —
p[p—l 2(p - 2) k<k+1)]
_ P q _ g
1-2-(p=2)(p—-1) (-1
Prema Wilsonovom teoremu je (p —1)! = —1(modp), pa se nazivnik ne moze kratiti brojem p.

Dakle, brojnik je djeljiv sa p.

Zadatak 5. Uprava trinog centra u jednom turistickom mgjestu je uocila da medu kupcima ima
stranih turista i odlucila poslati osoblje na tecajeve stranih jezika. Svaki prodavac treba upisati tetaj
jednog jezika, a cilj je da za svaki od 9 za to mjesto bitnih jezika postoji prodavac w trinom centru
koji govori tim jezikom. Na koliko se nacina moZe poslati p prodavaca tog trinog centra na tecajeve?

Rjesenje. Kad bi prodava¢i mogli slobodno birati, bilo bi 97 raznih izbora tecajeva. No tada bi
se moglo dogoditi da neki od bitnih jezika ne bude zastupljen u tom trznom centru. Nas zanimaju
samo takvi izbori u kojima su zastupljeni svi jezici. Uocavamo da je lahko izra¢unati broj izbora
tecajeva pri kojima neki od jezika nisu zastupljeni, pa je to razlog za odluku da se krene formulom
ukljucivanja-iskljucivanja: ako su Aj, A,, ..., A, podskupovi kona¢nog skupa S, tada je:

E(ASNASN . NAS) = k(S)— Y k(A)+ > k(ANA)— > k(ANANA)+ ..
1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n
+(-D)"k(AiNAyN..NA,).
Oznacimo jezike brojevima od 1 do 9 te sa I; skup izbora tecajeva pri kojima nije zastupljen jezik i.
Treba odrediti veli¢inu skupa I{ N 15 N ... N I§. Kako smo odluéili upotrijebiti formulu ukljucivanja-

iskljucivanja, izracunajmo potrebne ¢injenice:

k() = 9%,
k(I;) = 8P, zasvako i,
k(I;NI;) = T, zasvei,j, i # ],

E(LhbNnlan..nly) = 0.

Ukupan broj dobrih izbora jednak je

9 9 9
E(IyNnIgNn..NnIg) =9 — <1>8p+ <2>7p—...+ (8)1P.
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