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Recenzenti udzbenika Matematika za osmi razred osnovne skole su postavili
dva oprecna zahtjeva pred autore. Nastavni plan i program je predvidio
da se obradi konstrukcija pravilnog petougla. Kao autori smo se odlucili
da prikazemo postupak konstrukcije bez izvodenja dokaza. Jedan od recen-
zenata je smatrao da je potrebno obraditi i dokaz konstrukcije, dok je drugi
smatrao, da je zbog slozenosti konstrukcije, potrebno kompletnu konstrukciju
izostaviti. Pokazuje se da je nas metod bio ispravan.

Dokaz konstrukcije pravilnog petougla se moze obraditi na ¢asovima do-
datne nastave. Osim povjesnog pregleda u ovom radu je jos ukazano i na
vezu konstrukcije sa zlatnim presjekom.

Posebno znacajni u antickom periodu su bili petougli i zvjezdasti petougli,
poligoni koji nastaju spajanjem svake druge tacke pri podjeli kruga na pet
jednakih dijelova. Zvjezdastom petouglu - pentagramu (gréki mevrdypappov
- pet linija) od tih vremena do danasnjih dana pridavano je znacajno sim-
bolicko znacenje (Cetiri elementa zemlja, zrak, vatra i voda te duh). Brojne
drzave na svojim zastavama i grbovima koriste petokraku zvijezdu kao sim-
bol, u raznim bojama. Zlatna petokraka zvijezda je povezana s vojskom.
Grci su pentagram preuzeli od starijih civilizacija.

Slika 1. Pentagram kroz periode (Mezopotamija 2700. god. p.n.e.,
Babilon 900. god. p.n.e., Mysia 400. god. p.n.e., Gréka 300. god. p.n.e.)

Pretpostavlja se da su nesamjerljive duzine prvo uocene upravo na geometri-
jskim odnosima unutar petougla a tek kasnije na jednostavnijim konstruk-
cijama (dijagonala i stranica kvadrata). Prva potpuna analiza konstrukcije
petougla veze se upravo za period Starogrcke civilizacije.
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U drugoj knjizi Elementi Euklid uvodi podjelu duzi tako da su povrsine,
pravougaonika ¢ije su stranice cijela duz i jedan odsjecak i kvadrata cija je
stranica drugi odsjecak, jednake.

Slika 2. Kvadrat i pravougaonik jednake povrsine

Cijelu duz AB ozna¢imo sa a. Tacka C' dijeli duz na dva odsjecka x i
a — x. Prema uvjetu podjele je

a-(a—z) =21

odnosno
a:x=ux:(a—u1).

Dakle, tacka C' dijeli duz AB tako da se cijela duz odnosi prema vetem dijelu
kao veci dio prema manjem dijelu. Ova podjela duzi naziva se podjela duzi
u zlatnom presjeku.

Pokazimo vezu izmedu zlatnog presjeka i konstrukcije pravilnog petougla
koju je uocio Euklid.

Posmatrajmo pravilan petougao ABC D FE upisan u kruznicu. Tetive AC,
AD i CF su dijagonale a tatka F' presjek dijagonala C'E i AD. Uglovi

<CAD = <«FECD = <ACFE



iii

su jednaki kao uglovi nad jednakim tetivama. Na osnovu ovoga zakljucujemo
da je trougao AAC'D jednakokraki sa uglovima na osnovici dvostruko ve¢im
od treteg ugla.

Slika 3. Zlatni presjek upravilnom petouglu

Konstrukcija pravilnog petougla se svodi na moguénost konstrukcije jed-
nakokrakog trougla sa uglovima na osnovici 72° i tre¢im uglom 36°. Ovu
konstrukciju je moguce izvesti algebarski. Simetrala ugla AACD sijece krak
AD u tacki F. Trouglovi AACD i AFCD imaju po dva jednaka ugla pa
su oni sliéni i <CDA = <DFC. Trougao AACF takoder je jednakokrak
jer <ACF = <«CAF. Osnovicu trougla AACD obiljezimo sa x pa je CD =
CF = AF = z. Krak AC obiljezimo sa d. 1z sli¢nosti je

AC:CD=CD:DF
odnosno nakon zamjene AC'= AD i CD = AF
AD: AF = AF : DF .

Dakle problem se svodi na podjelu duzi AD na dva dijela tako se cijela
duz odnosi prema vetem dijelu kao ve¢i dio prema manjem dijelu. Zamjenom
oznaka imamo

d:r=x:(d—x),

to jest
22 +de—d* =0.
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Rjesenje kvadratne jednacine je

—d + Vd?* + 4d?

2
d—1i¢3
2

Ti2 =
T12 =

a pozitivno rjesenje koje imam smisla

V5 —1
2

rz=d

je veci dio duzi d pri podjeli zlatnim presjekom.

Kako je ugao <CAD = % = 36° to je x stranica pravilnog desetougla

upisanog u kruznicu poluprecnika d.

Slika 4. Konstrukcija desetougla



Klaudius Ptolomej (KA avdios Hrolepaios; 83. — 161. n.e.), bio je
grcki ili egipatski matematicar, geograf, astronom i astrolog koji je zivio u
Rimskom Egiptu. Roden je u Tebaidi u gradu zvanom Ptolemais Hermiasov,
a umro u Aleksandriji.

Ptolomej je napisao nekoliko znanstvenih rasprava, od kojih je rasprava
koja je danas poznata kao Almagest (na gréckom, H Meyaln Suvtages, "Ve-
lika rasprava", izvorno Mafnuatikn Yuvtaes, "Matematicka rasprava)
odigrala znacajnu ulogu u razvoju znanosti a posebno matematike. Kon-
strukcija pravilnog petougla koja je ovdje navedena prvi put je objavljena u
ovom djelu.

Ideja konstrukcije je u tome da se stranica pravilnog petougla s; izrazi
preko poluprec¢nika opisane kruznice.

Neka je dijagonala pravilnog petougla d = a polupre¢nik opisane kruznice
360°
sa centrom u A. Tada je o¢igledno C'D = x = sy jer je <CAD = T 36°.

Za stranicu petougla vrijedi CG = CH + HG = 2CH gdje je C'H visina iz
tjemena C' jednakokrakog trougla ACFD.
Za katete pravouglog trougla AAHC' vrijedi

a — Sio a—+ S0
AH = =
9 + S10 9
2
CH? — o2— AH? — o — a4+ sy :3a2—2a310—s%0'
2 4
Kako je
sTo +asig—a* =0
dobijamo
CH2 — a2 + S%O
—

Stranica pravilnog petougla je

ss =CG =2CH = /a? + s},

sto odgovara jednakosti

2 2 2
Sy =a” + Sy
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Slika 5. Analiza Ptolomejeve konstrukcije pravilnog petougla

Na osnovu ovoga mozemo izvrsiti konstrukciju pravilnog petougla upisnog
u krug polupre¢nika a i sredista O.
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Slika 6. Ptolomejeva konstrukcija pravilnog petougla
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Prvo povla¢imo poluprecnik AB i u tacki O podizemo normalu do pres-
jeka sa kruznicom u tacki C'. Neka je tactka D sredina polupreénika AO.
Hipotenuza C'D u pravouglom trouglu AC' DO ima duzinu

CD = /a®+ (g)Q = \/75@.

Kruznica poluprec¢nika DC' sa centrom u O sijece duz OB u tacki E. Sada
je na osnovu konstrukcije

OE:DE—DO:DC—DOzga_g:\/g;l

a = Si0-

Za pravougli trougao ACOF na osnovu Pitagorine teoreme imamo

CE = \/a®+ s3y = ss.

Kruznica polupre¢nika C'E i sredista u tacki C sijece polaznu kruznicu u
tackama U i V' koje su zajedno sa tackom C' tjemena pravilnog petougla.

Literatura

[1] B. Bold, Famous Problems of Geometry and How to Solve Them, New
York: Dover, 1982.

2] R. Hartshorne, Geometry Euclid and Beyond, Springer, New York,
2000.

3] T. L. Heath, A Manual of Greek Mathematics, Oxford, Clarendon
Press, 1931.

[4] K. Hofstetter, Another 5-step division of a segment in the golden
section, Forum Geom., 4, 2004.

[5] Z. Luci¢, Ogledi iz istorije anticke geometrije, Sl. glasnik, Beograd,
20009.

6] J. S. Madachy, Madachy’s Mathematical Recreations, New York, Dover,
1979.

(7] G. E. Martin, Geometric Constructions, Springer-Verlag, New York,
1998.

8] B. Paunovi¢, Pravilni poligoni, Drustvo matematicara Srbije, Beograd,
2006.



