UdruZenje matematicara Tuzlanskog kantona
Richmond Park International School Tuzla

Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

FEDERALNO TAKMICENJE 1IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
23. aprila/travnja 2022.

VIl razred

U trouglu AABC ugao kod vrha C je pravi. Oznadimo sa @, i f; vanjske uglove kod vrhova A i B,

redom. Ako vrijedi % = g, odrediti unutrasnje uglove trougla AABC.
1

Cifre a,b,c,d su takve da su brojevi A = % i B = % prirodni. Odrediti zbir najmanjeg

moguceg broja A i najveé¢eg moguceg broja B.

Dat je pravouglitrougao AABC u kojem je £BCA = 90°. Neka su M, N, P redom sredista stranica
AB, BC,CA ovog trougla. Nad duzi AP konstruisan je jednakostranic¢ni trougao AAPK, a nad duzi
BN jednakostranic¢ni trougao ABNL, tako da su tacke B i K s razlicitih strana prave AC, a tacke
A i L s razlicitih strana prave BC.

a) Dokazati da je trougao AMKL jednakokraki;

b) Odrediti veli¢inu ugla ZMKL.

Koliko ima sedmocifrenih prirodnih brojeva takvih da se u njihovom zapisu cifra 4 pojavljuje
tac¢no tri puta, a ostale cifre su medusobno razli¢ite?

Dato je 100 racionalnih brojeva a4, a,, as, ..., @qg, @19o- Poznato je da aritmeticka sredina brojeva
a, i a, iznosi 1, aritmeticka sredina brojeva a, i az iznosi 2, aritmeticka sredina brojeva a; i a,
iznosi 3, ..., aritmeticka sredina brojeva aqq i a;oq iznosi 99. Odrediti aritmeticku sredinu brojeva

. . .y . . L a+b
a, i a,p99. Napomena: aritmeticka sredina brojeva a i b je jednaka -

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 10 bodova. Nije dozvoljena upotreba kalkulatora,

mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!
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Zadatak 1.

Rjesenje:

RjeSenja zadataka i Sema bodovanja za VIl razred

U trouglu AABC ugao kod vrha C je pravi. Oznaimo sa a; i f; vanjske uglove

kod vrhova A i B, redom. Ako vrijedi % =2 odrediti unutrasnje uglove trougla
1

5I
AABC.

Oznacimo sa a i f redom unutradnje uglove kod vrhova Ai B u trouglu ABC.
Kako su a4 i f1 vanjski uglovi, imamo a; = 180° — a i f; = 180° — (. Takoder,
kako je zbir unutrasnjih uglova u trouglu jednak 180°, vrijedia + f + 90° =
180°, odnosno a + B = 90°. Zato je f; = 180° — f = 180° — (90° —a) = a +
90°, pa imamo

a; 4
Br 5
5a1 = 4ﬁ1 (=

5(180° — @) = 4(a + 90°) <
900° — 5a = 4a + 360° &
9a = 540° &
a = 60°.

Dakle, « = 60° i = 90° — 60° = 30°.

Sema bodovanja:

e |zrazavanje vanjskih uglova preko odgovarajucih unutrasnjih: 1 bod
e Zaklju¢akdajea + f = 90°: 1 bod

e IzraZavanje oba vanjska ugla preko « (ili preko ): 3 boda

e Unakrsno mnozZenje uslova: 1 bod

e Dobijanje jednacine po jednoj nepoznatoj: 2 boda

e RjeSavanje jednacdine i dobijanje ta¢nog rezultata: 2 boda
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Zadatak 2.

Rjesenje:

Cifre a, b, c, d su takve da su brojevi A = % iB = % prirodni. Odrediti zbir

najmanjeg moguceg broja A i najveceg mogudeg broja B.

Imamo da je broj 2a4b djeljiv sa 15, odnosno sa 3 i 5. Da bi bio djeljiv s 5, mora
zavrsavati cifrom 0ili 5, tj. b € {0,5}. Da bi bio djeljiv s 3, zbir cifara mu mora
biti djeljivs 3, tj. Broj2 +a + 4 + b = a + b + 6 mora biti djeljivs 3. Ako je b =
0,tadajea+ b+ 6 = a+ 6, paje a = 0 najmanja cifra takva da je broj djeljiv s
3. Dakle, broj 2040 zadovoljava uslov djeljivosti s 15, a kako je to ujedno i
najmanja moguca vrijednost broja 2a4b, to je najmanja moguca vrijednost broja
A jednaka % = 136.

Imamo da je broj 3c8d djeljiv s 18, tj. sa2i9. Zbog djeljivosti s 2 imamod €
{0,2,4,6,8}. Zbog djeljivosti s 9 imamo da mu je zbir cifara djeljiv s 9, tj. da je
broj3+c+8+d=c+d+ 11djeljiv s9. Za sluajeved =0, d =2, d =4,
d=6,d=8 dobijamo redkom c¢=7,¢c=5¢=3,¢c=1,¢c=8

Zaklju¢ujemo, najveca moguca vrijednost broja 3c8d je 3888, pa je najveca

moguca vrijednost broja B jednaka % = 216.

Trazeni zbir je, dakle, 136 + 216 = 352.

Sema bodovanja:

e Zaklju¢ak daje b € {0,5}ia + b + 6 djeljivos 3: 1 bod

e Zaklju¢ak da je 2040 najmanja vrijednost broja 2a4b: 3 boda

e Zakljucakdajed € {0,2,4,6,8}ic+d + 11 djeljivos 9 :1 bod
e Zakljutak da je 3888 najveca vrijednost broja 3¢8d: 3 boda

e Dobivanje tac¢nog rezultata: 2 boda
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Zadatak 3.

Rjesenje:

Dat je pravougli trougao AABC u kojem je ZBCA = 90°. Neka su M, N, P redom
srediSta stranica AB,BC,CA ovog trougla. Nad duzi AP konstruisan je
jednakostranicni trougao AAPK, a nad duZi BN jednakostrani¢ni trougao ABNL,
tako da su tacke B i K s razli¢itih strana prave AC, a tacke A i L s razlicitih strana
prave BC.

a) Dokazati da je trougao AMKL jednakokraki;

b) Odrediti veli¢inu ugla ZMKL.

Duz MN je srednja linija trougla AABC, pa je MN || AC i MN = 4 Kako je
2
2BAC =90°, to je AC L BC, pa je iMN L BC. Analogno dobijamo MP = Bz—ci

MP 1 BC. Zakljucujemo da je ¢etverougao MNCP pravougaonik, jer je ZMNC =
£NCP = £CPM = 90°. Zbog toga vrijedii ZPMN = 90°.

Kako je trougao AAPK jednakostrani¢ni, to je ZAPK = 60°i PK = AP = AZ—C.
Sliéno, kako je trougao ABLN jednakostranicni, to je ZBNL = 60°i NL = BN =

BZ—C. Posmatrajmo sada trouglove AKPM i AMNL. Imamo KP = MN = %,

2/KPM = £+MNL = 60° +90° = 150°i MP = NL = %, pa na osnovu SUS stava

dobijamo AKPM = AMNL (1). Iz podudarnosti slijedi KM = LM, pa je trougao
AMLK jednakokraki, ¢ime je dokazan dio a).

b) Kako je KM = LM, to je £ZMKL = £MLK. Oznac¢imo £PKM = x. Iz trougla
AKPM imamo £PMK = 180° — KPM — £PKM = 180° — 150° — x = 30° —
x. 1z podudarnosti (1) imamo ZNML = £PKM = x i ZNLM = £PMK = 30° —

x.Sada je ZKML = £KMP + £PMN + £NML = x + 90° + 30° — x = 120°.

Konaéno, iz jednakokrakog trougla AMKL imamo MK = 2X—<<ML

180°-120° 60°
B 2 300
2 2
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Sema bodovanja:
e Zaklju¢ak da je ZMNC = £CPM = £PMN = 90°: 1 bod
o Zakljutak daje MN = AZ—C (ili MP = %) : 1 bod
e Dokazdaje AKPM = AMNL : 3 boda
e Zakljuc¢ak da je trougao MKL jednakokraki: 1 bod

e Qdredivanje ugla ZKML: 3 boda
e Odredivanje ugla £MKL: 1 bod
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Zadatak 4.

Rjesenje:

Koliko ima sedmocifrenih prirodnih brojeva takvih da se u njihovom zapisu cifra 4
pojavljuje tacno tri puta, a ostale cifre su medusobno razli¢ite?

TrazZeni brojevi su oblika a;a, ... a;, gdje su a4, a,, ..., a; cifrei a; # 0. Razmatrat
¢emo dva slucaja: a; = 4iaq # 4.

Ako je a; = 4, tada su ta¢no dvije od cifara a,, as, ... a; jednake 4. Poziciju prve
cifre 4 moZzemo odabrati na 6, a poziciju druge na 5 nacina. Medutim, pri
ovakvom izboru svaki od trazenih brojeva je ubrojan dva puta (npr. ukoliko
odaberemo da prva cifra 4 bude na poziciji az, a druga na a,, dobijamo isti broj
kao kada odaberemo da prva bude na a,, a druga na a;). Zato preostale dvije

. y - 6'5 .. . . -
cifre 4 moZemo postaviti na - = 15 nacina. Preostale 4 cifre moraju biti

medusobno razlicite i razlicite od 4. Za prvu od njih imamo 9 mogucénosti (sve
cifre osim 4), za drugu 8 mogucnosti (sve cifre osim 4 i jedne ve¢ odabrane), za
treéu cifru 7 mogucénosti, a za Cetvrtu imamo 6 mogucénosti. Dakle, za preostale
cifre imamo ukupno 9:-8-7 -6 = 3024 mogucnosti, pa je ukupan broj trazenih
brojeva u ovom slucaju jednak 15 - 3024 = 45360.

Ako je a; # 4, tada su medu ciframa a,, as, ..., a; tacno tri jednake 4. Poziciju
prve cifre 4 moZemo odabrati na 6, druge na 5, a tre¢e na 4 nacina. Pri ovakvom
odabiru svaki broj je ubrojan 6 puta (npr. svaki od sljedeéih izbora pozicija cifara
4 daje isti broj: (ay, a4, as), (az,as,a4), (a4,03,as), (a4,0s,a3), (as,az,a4),
(as, a4,a;), jer se u svakom od njih cifre 4 pojavljuju na iste tri pozicije — na
drugoj, Cetvrtoj i petoj). Za cifru a; imamo 8 mogucénosti (sve cifre osim 0 i 4). Za
prvu od preostalih cifara imamo 8 mogucnosti (sve cifre osim 4 i a;), za drugu 7
(sve cifre osim 4 i dvije dosad odabrane), te za trecu 6 mogucnosti. Dakle,

ukupan broj trazenih brojeva u ovom slucaju je % +8-:8-7-6 =53760
Ukupan broj traZzenih brojeva je, dakle 45360 + 53760 = 99120.

Sema bodovanja:

e Razmatranje slucajevaa; = 4ia, # 4: 1 bod
o . Y . . 65
e Dobivanje da se cifre 4 u slu¢aju a; = 4 mogu rasporediti na - nacina: 2

boda

e Dobivanje da se ostale cifre u slu¢aju a; = 4 mogu odabratina9-8-7-6
nacina: 1 bod

e Dobivanje da se cifre 4 u slu¢aju a; # 4 mogu rasporediti na 6'75'4 nacina:
3 boda

e Dobivanje da se ostale cifre u slucaju a; # 4 mogu odabratina8-8-7-6
nacina: 2 boda

e Dobivanje tac¢nog rezultata: 1 boda
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Zadatak 5.

Rjesenje:

I nacin:

Dato je 100 racionalnih brojeva a4, a,, as, ..., Agq, @19o- Poznato je da aritmeticka
sredina brojeva a4 i a, iznosi 1, aritmeticka sredina brojeva a, i as iznosi 2,
aritmeticka sredina brojeva as i a, iznosi 3, ... , aritmeti¢ka sredina brojeva aqq i
Q400 iznosi 99. Odrediti aritmeticku sredinu brojeva a; i a;oo. Napomena:

. .y ) . S b
aritmeticka sredina brojeva a i b je jednaka %

Po uslovu zadatka imamo
a, +a,

a, + as

2
az+ a,

2

(g9 + Q190
— =
odnosno, nakon mnozenja svih jednakosti sa 2:
a,+a,=2-1
a, +az =22
az+a,=2-3

99

agg + a100 = 2 " 99
Sada ¢emo zavrsiti na dva nacina:

Ukoliko saberemo posljednjih 99 jednakosti, primje¢ujemo da ée se na lijevoj
strani brojevi a, i a4 pojaviti po jednom, a brojevi a,, as, ..., agg po dvaput.
Dakle, dobijamo
a1+2'(a2+a3+“'+a99)+a100 =2(1+2+3++99) (1)
Imamo1+2+3+--4+99 = LiaCii g 4950. S druge strane, vrijedi i
a, + as + -+ Qg9 = (az + a3) + ((14, + (15) + -+ ((198 + agg)
=2-24+2-44+-4+2-98=2-(2+4+:-4+98)
=2-2°142-24+-4+2-49)=4-(1+2+--+49)
49-(49+1)

=4 f:4.1225:4900

Uvrstavajudi posljednje dvije jednakosti u relaciju (1) dobijamo
a1+a100+2'4900 :2'4950 Lt
a1 + aloo = 100
100

Zaklju€ujemo, aritmeticka sredina brojeva a; i a;o¢ je - = 50.
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Sema bodovanja za | naéin:
e Sabiranje jednakosti iz uslova i dobivanje relacije (1): 3 boda
e Izracunavanjesume 1+ 2+ :-+99:1 bod
e IzraCunavanje sume a, + as; + -+ aqgq : 4 boda
e Dobivanje tacnog rezultata: 2 boda

Il nacin: Iz prve jednakostiimamo a, = 2 - 1 — a;. Uvrstavajuci ovo u drugu dobijamo
az=2'2—a,=22—(21—a;)=2-2—2-1+ a,.Uvrstavajuciovou
trecu jednakost dobijamoa, =23 —-a3;=23-(2:2-2-14a,)=2"
3—2-2+4+ 21— a,.0vaj postupak moZzemo nastaviti. Time dobijamo relacije
oblikaa, =2+ ((k—1) —(k—2) + (k—3) — -+ 2F 1) £ a. Kako ¢lanovi
desne strane kre¢u od (k — 1) i kako im se naizmjeni¢no mijenja predznak, to svi
¢lanovi iste parnosti kao k — 1 imaju predznak +, a oni suprotne parnosti
predznak —. Dakle, 1 ¢e imati predznak + ako i samo ako je k — 1 iste parnosti
kao 1, odnosno ako i samo ako je k paran broj. Zato posljednja (stota) relacija
glasi

A100=2-(99-98+97—-+3-2+1)—a, &
a,+a100=2-(99-984+97—---4+3-2+1)
Vrijedi99 - 98 +97 —---+3—-2+1=(99-98)+ (97 —-96) + --- +
(3—2)+ (1 —0) =50, jer se u sumi pojavljuje 50 zagrada Cija je vrijednost 1.
Zakljuéujemo, trazena aritmeticka sredina je @ = 50.

Sema bodovanja za Il naéin:

e |zrazavanje prvih nekoliko ¢lanova niza preko a;: 2 boda

e Izrazavanje broja a;g preko a, (uz obrazlozenje zasto se dobija takva
relacija) : 4 boda

e |zraCunavanje vrijednostiizraza 99 =98 +97 — .-+ 3 -2+ 1 : 2 boda
e Dobivanje ta¢nog rezultata: 2 boda
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UdruZenje matematicara Tuzlanskog kantona
Richmond Park International School Tuzla

Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

FEDERALNO TAKMICENJE 1IZ MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
23. aprila/travnja 2022.

Vill razred

U pravougaoniku ABCD (AB > B(C) tacka M je sredina stranice CD. Prava BM sijec¢e pravu AD
utacki N. Akoje DN = 4iBM =5, izraCunati povrSinu pravougaonika ABCD.

Dati su realni brojevi x4, X5, ..., X3922 koji su svi razliciti od 0 i —1. Ako je

1 1

+ + b —=2022,
1+x;, 1+x, 1+ X5022
. v . .. . 1 1 1
izraCunati vrijednost izraza — + — + -+ + T
Z Z X2022

Neka su a, b, c nenulte cifre. Ako je p prost broj takav da su trocifreni brojevi abc i cha oba
djeljivi sa p, dokazati da je bar jedan od brojevaa + b + c,a — b + c i a — c takoder djeljiv sa p.

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je moguée neke od brojeva iz skupa {1,2,3,...,n}
povedati za 1, a sve ostale smanijiti za 1, tako da njihov proizvod ostane isti (tj. da je proizvod i
dalje jednak 1-2 - ...- n).

Dat je pravougaonik ABCD u kojem je AB > BC. Simetrala duzi AC sijece stranicu CD u tacki E.
KruZnica sa centrom u tacki E i polupre¢nikom EA sijec¢e duz AB ponovo u F. Neka je G tacka na
pravoj EF tako da je CG L EF. Dokazati da tacka G lezi na dijagonali BD.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 10 bodova. Nije dozvoljena upotreba kalkulatora,

mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!
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UdruZenje matematic¢ara Tuzlanskog kantona
Richmond Park International School Tuzla

Zadatak 1.

Rjesenje:

FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
23. aprila/travnja 2022.

RjesSenja zadataka i Sema bodovanja za VIl razred

U pravougaoniku ABCD (AB > B(C) tacka M je sredina stranice CD. Prava BM sijeCe pravu AD
utacki N. Akoje DN = 4 i BM =5, izraCunati povrSinu pravougaonika ABCD.

Neka je DM = x. Tada, posto je M sredina CD imamo da je MC = DM = x, a posto je ABCD
pravougaonikimamo i AB = DC = 2x.

D M C
X
5
A B
[

_ .. . . . ND DM NM ,. 4
Primjenom Talesove teoreme na paralelne duzi DM i AB, imamodaje —=—=—tj.— =
NA AB NB NA

X

= posto je X = l, iz prethodne jednakosti lagano dobijamodaje NA =4-2 =8i
2x NM+5 2x 2

2NM = NM + 5, odnosno NM = 5. Sada primjenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao
NAB imamo NB? = NA? + AB?, odnosno 102 = 82 + 4x2, pa je x = 3. Sada je povrsina
pravougaonika ABCD jednaka AB - AD = 2 -3 -4 = 24.

Napomena: Zaklju¢ak daje ND = DA =4iNM = MB = 5 se mogao dobiti i primjecivanjem
da je DM zapravo srednja linija trougla ANB (jer je DM = %, a vrijedii DM||AB), pa su tacke D
i M sredine stranica AN i NB.

Sema bodovanja:

zaklju¢ak da je DM = MC = %z 1 bod

dokazdaje AD = 4iNM = 5:5 bodova
dokaz da je DM = 3 (ili neSto ekvivalentno, poput izra¢unavanja MC ili CD): 3 boda
izraCunavanje povrsine pravougaonika ABCD: 1 bod
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Zadatak 2. Dati su realni brojevi x4, x5, ..., X222 koji su svi razli¢iti od 0 i —1. Ako je

1 1
+ + o+ —= 2022,
1+x; 1+x, 1+ x5022
o -~ . 1 1 1
izraCunati vrijednost izraza—+ —+ -+ + T
1+— 14— 1+
X1 X2 X2022
C v . 1 1 1 . 1 1 1 N
Rjesenje: Neka je A = S R =2022iB=—7F+—7%+-+ —. Primijetimo da
1+x1 1+X2 1+x2022 1+— 14+— 1
X1 X2 X2022
.1 1 L . .. .
e—T =1 = a . Primjenjujudi slicno i na ostale izraze, dobijamo da je B = N T
1+Z e 1+x4 1+x4 1+x,

M.PrimijetimosadadajeA+B=( L )+( L X )+---+

1+x2022 1+x1 1+x1 1+.X'2 1+x2

( L Yoz ) =14+1+--+1=2022, apostoje A = 2022, zakljuéujemo da je B = 0.

1+X2022  14+X2022

Sema bodovanja:

X1

+ 22 e 29229 oda

e izrazavanjeizraza B kao
1+X1 1+x2 1+X2022

e dokazivanjedaje A + B = 2022 (ovdje se mogu dobiti djelimi¢ni bodovi, u zavisnosti od toga
koliko je ucenik/ica blizu dobijanja date jednakosti): 7 bodova
e izracunavanjeizraza B: 1 bod
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Zadatak 3.

RjesSenje:

Neka su a, b, ¢ nenulte cifre. Ako je p prost broj takav da su trocifreni brojevi abc i cha oba
djeljivi sa p, dokazati da je bar jedan od brojevaa + b + c,a — b + c i a — c takoder djeljiv sa

p-

Kako su oba broja abc = 100a + 10b + c i cha = 100c¢ + 10b + a djeljivi sa p, to je i njihova
razlika djeljiva sa p. Dakle, abc — cba = (100a + 10b + ¢) — (100c + 10b + a) = 99a —

99¢ =99(a —¢) = 3211 (a — ¢) je djeljivo sa p. Kako je p prost broj, te je proizvod tri broja
djeljiv sa p, to je bar jedan od ta tri faktora djeljiv sa p.

Ako je 32 djeljiv sa p, tada je p = 3, te je abc djeljiv sa 3. No, kako je broj djeljiv sa tri ako i
samo ako mu je zbir cifara djeljiv sa 3, to je a + b + c djeljiv sa 3, Sto je i trebalo dokazati.

Ako je 11 djeljiv sa p, tada je p = 11, te je abc djeljiv sa 11. No, kako je broj djeljivsa 11 ako i
samo ako mu je razlika zbira cifara na parnim mjestima i zbira cifara na neparnim mjestima

djeljivasa 11, to je a — b + c djeljivo sa 11, sto je i trebalo dokazati.

I na kraju, ako je a — c¢ djeljiv sa p, dokazali smo $to je i trebalo.

Sema bodovanja:

e zaklju¢ak daje 3% - 11- (a — c) djeljivo sa p: 4 boda
e zaklju¢ak dapla —c, p|3%ilip|11: 2 boda

e rje3avanje slucaja ako p|32: 2 boda

e rjeSavanje slucaja ako p|11: 2 boda

Napomena: bodovi se ne dobijaju samo za pisanje abc = 100a + 10b + ¢ i
cba = 100c + 10b + a.
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Zadatak 4.

Rjesenje:

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je moguce neke od brojeva iz skupa {1,2,3,...,n}
povecati za 1, a sve ostale smanijiti za 1, tako da njihov proizvod ostane isti (tj. da je proizvod i
dalje jednak 1-2 - ...-n).

Zan = 1 ocito nije moguce postici trazeno. Takoder, za n = 3 nemoguce je uveéanjem nekih od
brojeva 1,2,3 za 1, a smanjivanjem ostalih brojeva za 1 dobiti ponovo proizvod 6 (broj 1
moramo uvecati na 2, jer bi inace proizvod bio 0, ali je onda nemoguée dobiti proizvod
preostala dva broja da je jednak 3). Dokazat ¢emo da je za sve ostale prirodne brojeve n
moguce postiéi trazeno.

Primijetimo da zan = 2 moZemo broj 1 povecati na 2, a broj 2 smanijiti na 1 i time ocCuvati isti
proizvod brojeva. Sli¢nu strategiju moZzemo primijeniti za bilo koji paran broj n = 2k. Naime,
uparimo brojeve na sljedeci nacin: (1,2), (3,4), (5,6), ..., 2k — 1 =n — 1,2k = n). Sada, u
svakom paru manji broj uveéajmo za 1, a veci broj umanjimo za 1. O¢ito na ovaj nacin dobijamo
brojeve (2,1), (4,3), ..., (2k, 2k — 1) kojima je proizvod isti brojevima na pocetku. Dakle, svi
parni brojevi n zadovoljavaju uslov zadatka.

Primijetimo sada da zan = 5 brojeve (1,2,3,4,5) moZzemo transformisati u (2,1,2,5,6) kojima je
proizvod2-1-2-5-6=1-2-3-4-5,pain =5 zadovoljava uslove zadatka. Sada, za
neparne brojeve n > 5 prvih 5 brojeva (1,2,3,4,5) transformirajmo u (2,1,2,5,6) (kao u slucaju
n = 5), a preostale brojeve (kojih je sada n — 5, $to je parno) uparimo: (6,7), (8,9), ..., (n —
1,n) i u svakom paru, sli¢no kao u slu¢aju za parno n, manji broj uveéajmo za 1, a vedi broj
umanjimo za 1. Na ovaj nacin je proizvod prvih 5 brojeva ostao isti, kao i proizvod preostalih

n — 5 brojeva, pa je i ukupan proizvod ostao isti. Dakle, i svi neparni brojevin > 3
zadovoljavaju uslove zadatka.

Sema bodovanja:

dokazdan = 1in = 3 ne zadovoljavaju uslove zadatka: 1 bod

dokaz da svi parni brojevi n zadoljavaju uslove zadatka: 3 boda

dokaz dan = 5 zadovoljava uslove zadatka: 1 bod

dokaz da svi neparni brojevin > 5 zadovoljavaju uslov zadatka: 5 bodova
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Zadatak 5.

Rjesenje:

Dat je pravougaonik ABCD u kojem je AB > BC. Simetrala duzi AC sijeCe stranicu CD u tacki E.
KruZnica sa centrom u tacki E i poluprec¢nikom EA sijeCe duz AB ponovo u F. Neka je G tacka
na pravoj EF tako da je CG L EF. Dokazati da tacka G leZi na dijagonali BD.

Cinjenica da tacka E leZi na simetrali duZi AC nam govori da je EC = EA, $to zna¢i da i tatka C
pripada kruZnici sa centrom u E i polupreénikom EA = EF, tj. tacka E je centar opisane
kruznice trougla AFC. Oznadimo ugao £CAB = £DCA = x.

Sada zbog EC = EAimamo da je £LEAC = £ECA = x, pa je LAEC = 180° — 2x, tj. LAED =
2x. S druge strane, imamo da je ZCEG = £EFA (uglovi sa paralelnim kracima), a posto je
LEFA = £EAF = 2x, imamo da je £CEG = 2x = £AED. Primijetimo sada da su trouglovi
AED i CEG podudarni (po pravilu USU, jer je EA=EC, £LEGC = £EDA =90° i £CEG =
LAED = 2x). Iz te podudarnosti dobijamo da je DE = EG i AD = BC = CG. Medutim, sada
imamo da je CG = CB,CF = CF i £CGF = £CBF = 90°, pa su po pravilu SSU trouglovi CGF i
CBF podudarni, iz ¢ega slijedi da je FB = FG. Dakle, dobili smo da su trouglovi DEG i FGB oba
jednakokraki, a ujedno je i ZDEG = 2GFB (uglovi sa paralelnim kracima), pa su i ostali uglovi u
ta dva trougla jednaki, tj. ZEGD = £FGB, iz ¢ega slijedi da tacke D, G i B leZe na istoj pravoj,
Sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

e zakljutak daje EC = EA = EF idaje LEAC = £ECA = £CAB: 1 bod

e dokazdaje £ZAED = £CEG: 2 boda

e dokaz da su trouglovi AED i CEG podudarni: 3 boda

e dokaz da su trouglovi CGF i CBF podudarni: 2 boda

e zakljucak da su trouglovi DEG i GFB oba jednakokraki sa jednakim uglova i da iz toga slijedi
da tacke D, G, B leze na istoj pravoj: 2 boda
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UdruZenje matematicara Tuzlanskog kantona
Richmond Park International School Tuzla

Zadatak 1.

Zadatak 2.

Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
23. aprila/travnja 2022.

IX razred

a) Dokazati da za svaki pozitivan realan broj x vrijedi

4
x+—-2=4.
X

b) Odrediti sve nenulte realne brojeve x za koje vrijedi
4 1
min {4, x + —} = 8- min {x, —}.
X x

Napomena: Sa min{a, b} oznatavamo minimum od brojeva a i b. Npr. vrijedi min{7, -2} = -2,
min{5,5} = 5.

Odrediti sve pravougle trouglove kojima su duZine stranica prirodni brojevi i za koje vrijedi da je
proizvod kateta tri puta veci od obima tog trougla.

U trouglu AABC vrijedi AB > AC. Tacka D je na stranici AB takva da vrijedi ZACD = £ABC.
Neka je tacka E sredina duzi DB, a tatka S centar opisane kruznice trougla ABDC. Ako je M
sredina duzi AS, dokazati da vrijedi ME = MC.

a) Dokazati da postoji beskonacno mnogo uredenih trojki (x, y, z) prirodnih brojeva takvih da
vrijedi x2 + y? + z2 = xy + yz + zx + 3.

b) Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji barem 10 uredenih trojki (x,y,z) prirodnih
1

brojeva takvih da vrijedi I4l4izl
x y z n

Napomena: Kod uredenih trojki poredak elemenata je bitan. Na primjer, uredene trojke (3,4,5)
i (4,3,5) surazlicite.

Neka je n = 3 prirodan broj. Na kruznici su redom napisani brojevi 1,2, ..., n. Ti brojevi su obojeni
u 10 razlicitih boja, tako da je svaki broj obojen jednom bojom i da je svaka boja iskoriStena bar
jednom. Svaka dva susjedna broja na kruznici su razlicitih boja (brojeve 1 i n takoder smatramo
susjednim). Odrediti najmanje n za koje je moguce obojiti brojeve na ovaj nacin tako da su zbirovi
brojeva svake boje medusobno jednaki.

Vrijeme za izradu zadataka je 180 minuta. Svaki zadatak vrijedi 10 bodova. Nije dozvoljena upotreba kalkulatora,

mobitela, tableta i drugih uredaja. Sretno!

www.umtk.info



Zadatak 1.

RjesSenje:

RjesSenja zadataka i Sema bodovanja za IV razred

a) Dokazati da za svaki pozitivan realan broj x vrijedi

4
x+—-=4.
X

b) Odrediti sve nenulte realne brojeve x za koje vrijedi
4 1
min {4, x + —} = 8- min {x, —}.
X X

Napomena: Sa min{a, b} ozna¢avamo minimum od brojeva a i b. Npr. vrijedi min{7, —2} = —2,
min{5,5} = 5.

2

2 2 2 . 4 v .
=) =(Vx-%) 20 tojex+i=43t0jei

a) Kakojex—4+§=(\/§)2—2-\/}-%+(

trebalo dokazati.

b) Primijetimo da zbog dokazanog pod a) za x > 0 vrijedi min {4,x + %} =4.Zax < 0je broj

x + % negativan (oba sabirka su negativna), pa vrijedi min {4,x + %} =x+ %.

. 1 ) . .

S druge strane, zax > 0 je uslovx = ;ekvwalentan sax?>1,tj.sa|x| =1,tj. zbogx > 0sa
o 1 1 . 1 .

x = 1.Dakle,zax > 1je mm{x,;} =2 zal<x < 1jem1n{x,;} =x.Zax <0jeuslovx =

1 . .. . . v .

;ekvwalentan sa x? < 1 (mijenja se znak jer mnoZimo sa x < 0), tj. sa |[x| < 1,a zbogx < 0 sa

—x <1,tj.sax = —1.Dakle,za —1 < x < 0 je min {x,%} = %, azax < —1lje min{x,i} = x.
Sada razlikujemo 4 slucaja:

1°x > 1 Tada dobijamo 4 > 8 -i, tj. x = 2, $to jeste rjeSenje. Dakle, x € [2, + ).

2° 0 < x <1 Tada dobijamo 4 = 8x,tj. x < % Dakle, u ovom slucaju je rjeSenje x € (O, ﬂ

3° —1 < x <0 Tada dobijamo x +§ =>8- i, tj.x = %, $to je zbog x < 0 ekvivalentno sa x? <

4, tj. |x| < 2, $to je zadovoljeno za —1 < x < 0. Dakle, u ovom slucaju su rjesenja € [—1,0).

4°x < —1 Tada dobijamo x +§2 8-x, tj. %2 7x. Zbog x < 0 dobijamo x? > %, sto je

ocigledno zadovoljeno za x < —1 (jer je |x| > 1). U ovom slucaju rjesenja su x € (—oo0, —1).

Dakle, sva rjesenjasu x € (—,0) U (O, %] U [2, +0).
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Sema bodovanja:

e 2 bodazadio pod a)

e 1 bod za zaklju¢ak ¢emu je jednaka lijeva strana u zavisnostidalijex > 0

e 3 boda za zakljucak ¢emu je jednaka desna strana u zavisnosti kojem intervalu x pripada (od ova 3 boda,
2 boda nosi slu¢aj kad je x negativan)

e 4 boda za rjeSavanje slucajeva (po 1 bod za svaki od slucajeva)
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Zadatak 2.

Rjesenje:

Odrediti sve pravougle trouglove kojima su duZine stranica prirodni brojevi i za koje vrijedi da je
proizvod njegovih kateta tri puta veéi od obima tog trougla.

Neka su a i b duzZine kateta tog trougla, a ¢ duZina hipotenuze. Iz uslova zadatka je ab =
3(a + b + c¢). Primijetimo da je broj ab djeljiv sa 3, pa bar jedan od brojeva a i b djeljiv sa 3.
Neka je to bez umanjenja opstosti a, te neka je a = 3m, gdje m € N. Sada uslov zadatka postaje
mb=3m+b+c, ti. mb—3m—b =c. Kvadriranjem ove jednakosti, te koriStenjem
Pitagorine teoreme, dobijamo

m?b? + 9m? + b? — 6m?b — 2b*m + 6mb = c¢? = a? + b? = (3m)? + b? = 9m? + b2,

Nakon sredivanja, ova jednakost postaje mb(mb — 6m — 2b + 6) = 0. Kako su m i b prirodni
brojevi (samim tim razliciti od 0), to mora vrijeditimb — 6m — 2b + 6 = 0. Prethodnu jednakost
mozemo napisati u obliku (m — 2)(b —6) = 6.Kakojem —2>—1ib —6 > —5, to brojevi
m —2ib — 6 ne mogu biti negativni (jer bi im proizvod bio najvise 5). Dakle, oba ta broja su
pozitivna. Sada imamo slucajeve:

1°m—-2=1b—-6=6tm=3ib=12

Tadajea =3m = 9,pajec = Va? + b2 = V92 + 122 =+/81 + 144 = V255 = 15.
2°m—2=2b—6=3tim=4ib=9
Tada jea = 3m = 12, pa opet dobijamo ¢ = 15.

3m—-2=3b—-6=2tfm=5ib=28

Tadajea = 3m = 15, pajec = Va2 + b2 = V152 + 82 = /225 + 64 = /289 = 17.

4°m—-2=6b—-6=1tm=8ib=7

Tadajea = 3m = 24, pajec = Va2 + b%2 = V242 + 72 = /576 + 49 = V625 = 25.

Dakle, trazeni pravougli trouglovi su trouglovi sa stranicama (9,12,15), (15,8,17) i (24,7,25).

Sema bodovanja:

e 1 bod za zakljuc¢ak da je duZina jedne od kateta djeljiva sa 3 i dobijanje jednakostimb —3m — b = ¢
e 2 boda za dobijanje jednakostimb(mb — 6m — 2b + 6) =0

e 1bodzazakljutakdajemb—6m —2b+6 =0

e 2 boda za zapisivanje jednakosti u obliku (m —2)(b—6) = 6

e 1 bod za odbacivanje slucajeva kada su zagrade negativne

e 1 bod za pravilnu podjelu na slu¢ajeve

e 2 boda za rjeSavanje slucajeva
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Zadatak 3.

Rjesenje:

U trouglu AABC vrijedi AB > AC. Tacka D je na stranici AB takva da vrijedi ZACD = £ABC.
Neka je tacka E sredina duzi DB, a tacka S centar opisane kruZnice trougla ABDC. Ako je M
sredina duzi AS, dokazati da vrijedi ME = MC.

Kako je S centar opisane kruznice trougla ABDC, to je SB = SD, pa kako je u jednakokrakom
trouglu teZiSnica ujedno i visina, to je SE okomito na AB. Zbog toga je trougao AAES pravougli,
pa kako je tacka M sredina hipotenuze AS, to je M centar opisane kruznice tog trougla, zbog cega
vrijedi ME = MA = MS. (1)

S druge strane, neka je ZACD = £ABC = [5. Kako je S centar opisane kruznice trougla ABDC, to
je £CSD = 2 - £CBD = 2 (zbog odnosa centralnog i periferijskog ugla). Kako je SC = SD, to je

£8CD = £8DC = 2R S 8022 - 900 — g, pa je £ACS = LACD + £DCS = f§ +90° —

B = 90°. Dakle, trougao AASC je pravougli, te je tacka M centar opisane kruZnice tog trougla,
zbog ¢ega je MC = MA = MS.(2)

Sadaiz (1) i(2) imamo ME = MC, sto je i trebalo dokazati.

Sema bodovanja:

1 bod za zaklju¢ak da je SE okomito na AB
2 boda za zaklju¢ak da je ME = MA = MS (= %)

e 1 bod za zakljucak daje £CSD = 2 - £CBD
e 3 boda za zakljuc¢ak da je ugao £ACS pravi
e 2 boda za zaklju¢ak daje MC = MA = MS
e 1 bod za finalni zakljuéak
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Zadatak 4.

RjeSenje:

a) Dokazati da postoji beskona¢no mnogo uredenih trojki (x, y, z) prirodnih brojeva takvih da
vrijedi x2 + y%2 + z% = xy + yz + zx + 3.

b) Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji barem 10 uredenih trojki (x,y,z) prirodnih

brojeva takvih da vrijedi 2yl
x y z n

Napomena: Kod uredenih trojki poredak elemenata je bitan. Na primjer, uredene trojke (3,4,5)
i (4,3,5) su razlicite.

a) MnoZenjem obje strane jednacine sa 2 i prebacivanjem svih nepoznatih na lijevu stranu
dobijamo ekvivalentnu jednatinu (x% — 2xy + y?) + (y? — 2yz + z%) + (2% — 2zx + x?) = 6,
odnosno (x —y)? + (y — 2)? + (z — x)? = 6. Odatle vidimo da (x,v,z) = (k, k+ 1, k+2)
zadovoljava jednacinu za svako k > 1, posto je 12 + 12 + 22 = 6.

Takve trojke su razli¢ite i ima ih beskona¢no mnogo.
b) Primijetimo da ako za neku trojku (x,y,z) vrijedi % + % + i =1, onda ¢e za svakon > 1

N | 1,01 1 . . o . .
vrijediti — + ~ + —=_ Dakle, dovoljno je pronaci 10 rjeSenja oblika (x,y, z) za sluajn =1,

jer ¢emo onda za svako n = 1 imati po 10 razli¢itih rjeSenja oblika (nx, ny, nz).
Zan = 1 mozemo pronadi ovih 10 rjeSenja (Sest permutacija (2,3,6), tri (2,4,4), jedna (3,3,3)):
(x,¥,2) €{(2,3,6),(2,6,3),(3,2,6),(3,6,2),(6,2,3),(6,3,2),(2/44), (4,2,4),(4,4,2),(3,3,3)}

To zavrSava dokaz.

Sema bodovanja:

e 4 boda za rezultat pod a) (od toga 2 boda za algebarsku manipulaciju)

e 4 boda za svodenje na slu¢ajn = 1 pod b)

e 2 boda za nalaZenje rjeSenjazan = 1 pod b)
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Zadatak 5. Neka je n = 3 prirodan broj. Na kruznici su redom napisani brojevi 1,2, ..., n. Ti brojevi su obojeni
u 10 razlicitih boja, tako da je svaki broj obojen jednom bojom i da je svaka boja iskoristena bar
jednom. Svaka dva susjedna broja na kruznici su razli¢itih boja (brojeve 1 i n takoder smatramo
susjednim). Odrediti najmanje n za koje je moguce obojiti brojeve na ovaj nacin tako da su zbirovi
brojeva svake boje medusobno jednaki.

RjesSenje: Oznacimo sa S zbir brojeva obojenih bilo kojom pojedinaénom bojom. Primijetimo da je zbir svih
n(n+1)

——
Kako se medu datim brojevima nalazi i broj n, a on je obojen nekom od tih 10 boja, onda vrijedi

n(;l;l). Odatlejen + 1 = 20, odnosnon = 19.

brojeva (od 1 do n) tacno 10 puta veci od S, tj. 10S = Dakle, n(n + 1) je djeljivo sa 20.

n<S=

Najmanji brojevi n s tim osobinama su 19, 20 i 24 (poSto n ilin + 1 moraju biti djeljivi sa 5).
Pokazimo da zan = 19 ilin = 20 nije moguce obojiti brojeve na opisani nacin:

Zan = 20 dobijamo S = 21. Prema tome, broj 20 mora biti iste boje kao broj 1, jer ga je samo
tako moguce dopuniti do zbira 21. Medutim, ta dva broja su susjedna te moraju biti razli¢ite boje.

Zan = 19 dobijamo S = 19. Prema tome, broj 19 je jedini broj svoje boje. Broj 18 mora biti iste
boje kao broj 1 i to su jedini brojevi u toj boji. Broj 17 tada mora biti iste boje kao broj 2, jer je 2
najmanji broj koji nismo veé obajili, a samo je on dovoljno mali da bi ga mogao dopuniti do zbira
19. Zakljuéujudi isto tako, dobijamo parove {16,3},{15,4},{14,5},{13,6},{12,7},{11,8},{10,9}
brojeva iste boje. Medutim, brojevi 9 i 10 su susjedni te moraju biti razli¢ite boje.

Zan = 24 dobijamo S = 30 te je moguée obojiti brojeve podijelivsi ih u naredne grupe:
{2,4,24},{1,6,23},{8,22},{9,21},{10,20},{11,19},{12,18},{13,17},{14,16},{3,5,7,15}
Prema tome, najmaniji broj n za koji je moguce obojiti brojeve na opisani nacin je n = 24.
Sema bodovanja:

e 2 bodazajednakost 10S =n(n+1)/2

e 1bodzanejednakostn < S

e 1 bod zanejednakostn > 19

e 1 bod za zakljuak da 5 dijeli n ilin + 1 (ili ru¢no odbacivanje slucajeva 21, 22, 23)
e 2 boda za pokazivanjen # 19

e 1 bod za pokazivanje n # 20

e 2 boda za konstrukciju zan = 24
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7. RAZRED

PLASMANI

Rank

Ime i Prezime

Skola

Razred

w
N

H
N

1

Hana Memi¢

0S8 “Cengi¢ Vila 1” Sarajevo

7

Harun M emi¢

OS "Isak Samokovlija" Sarajevo

Adem Agié

OS "Hrasno" Sarajevo

=
O |N

Tarik Odzak

OS "Grbavica I" Sarajevo

Almir HadZovi¢

0S8 “Cengi¢ Vila 1” Sarajevo

Davud Pali¢

OS "Kovacici" Sarajevo

Afan Omerovi¢

0S "Mirsad Prnjavorac" Vogoscéa

Dali Leki¢

OS "Kovaci¢i" Sarajevo

DZenan Jasarpahi¢

0S "15.april" Kakanj

Hadi Curtovi¢

Kalesja“ Kalesija

[eeli ool Kool Nooll RN Noa 1 2l B NI B\ O}

Max Dedi¢

OS "Hrasno" Sarajevo

Ajla Krdié

0S "Podlugovi" Ilijas

Aleksa Janji¢

KSC "Sv. Josip" Sarajevo

Ena HadZahmetovi¢

OS "Hrasno" Sarajevo

Fatima Dedi¢

,,Dubrave Zivinice

Lamija Sii¢

,,10j8i¢i"* Kalesija

Uma Beganovi¢

0S "Musa Cazim Cati¢" Zenica

Abdurahman Fehratbegovid

0S "Camil Sijari¢" Sarajevo

Fatima Colan

OS "Vare§ Majdan " Vares

Iman Cati¢

0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo

Davud Bahto

0OS "Mula Mustafa Baseskija" Sarajevo

Emin Dzambegovi¢

Prva osnovna $kola Ilidza

Sibonji¢ Mehmedalija

,.Dr.Safvet-beg BaSagi¢“Gradacac

Ajra Ajanovi¢

Prva osnovna Skola Zavidovi¢i

Faris Basi¢

08 "Skender Kulenovi¢" Zenica

Rijad Jakupovi¢

OS "Kovaci¢i" Sarajevo

Hatidza Hamidovi¢

OS "Fatima Guni¢" Sarajevo

Naida Spago

JU Osnovna skola Gnojnice, Mostar

Haris Pla¢o

0S "Mak Dizdar" Zenica

Alma Husni¢

OS "Fatima Guni¢" Sarajevo

Emir Lazovi¢

0S "Edhem Mulabdi¢" Sarajevo

Petric Lana

JPazar” Tuzla

=
o

Selma Deljo

OS “Husein ef. Pozo” Gorazde

Adi Smigalovié

,,L0j5i¢1 Kalesija

Said Brekalo

JU Osnovna skola Bijelo Polje, Potoci

Tyler Trousdale

JU Osnovna $kola ,Mustafa Ejubovi¢ —Sejh Jujo, Mostar

Lejla Sator

JU Osnovna skola Gnojnice, Mostar

Ajla Abaza

JU Osnovna §kola ,,Mustafa Ejubovi¢ 7Sejh Jujo, Mostar

Hana Suta

JU Osnovna skola Zalik-Mostar

Muhamed Herak

OS “Fahrudin Fahro Ba¢elija” Gorazde

Vedad Halilovi¢

0S “Husein ef. Pozo” Gorazde

EN] EN] ENY EN] ENJ BN BN BN EN] EN] EN] BN ENY BN BN EN EN] EN] EN] EN] EN] BN BN BN ENG BN BN ENE ENE ENE ENE ENY ENE ENE ENE ENE EN) EN) BN BN
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8. RAZRED

Rank

Ime i Prezime

Skola

Razred

=
N

N
N

w
N

S
N

(%, ]
N

Adnan Osmi¢

OS "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo

8

=
o .

=
o |-

o |-

=
o |-

=Y
N

Ajla Cuprija

0S "Skender Kulenovi¢" Sarajevo

[y
o

[y
o

[y
o

w
(%)

Mirza BuSatli¢

OS "Grbavica II" Sarajevo

=
o

=
o

=
o

w
o

Uma Senta

OS "Skender Kulenovi¢" Sarajevo

=
o

=
o

=
o

w
o

Nermin Kadi¢

05 "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo

=
o

[y
o

N
()]

Tarik Daci¢

0S8 "Pofali¢i" Sarajevo

=
o

=
o

N
Ul

Amer Mostro

OS "Hamdija KreSevljakovi¢" Kakanj

=
o

=
o

N
N

Lana Zepié

OS "Sveti Franjo" Tuzla

=
o

Ul

N
w

I[NV |WIWIN |=

Mehi¢ Adin

,,Jvan Goran Kovaci¢* Gradacac

(o))

[
o

N
N

Emina Myjanovi¢

Kalesija*“ Kalesija

=
o

=
o

N
(=]

Hamza Banjanovi¢

OS "Osman Nuri Had~i¢" Sarajevo

=
o

=
o

N
o

Hanan Hodzi¢

OS "[sak Samokovlija" Sarajevo

=
o

=
o

N
o

Damir Konji¢

Richmond Park Scool Tuzla

[
o

[uny
00

Iman Kurtovi¢

,.Prva osnovna Skola® Zivinice

=
o

=
(o))

Ahmed Cengié

0S"Safvet beg Basagi¢ "Breza

=
o

=
Ul

Anel Salibasi¢

,,Lukavac Grad‘ Lukavac

Yo}

[uny
wu

Hana Kozica

0S "Grbavica I" Sarajevo

[
o

funy
[Sa)

Emir Korda

0.S. "Safvet-beg Basagi¢" Novi Travnik

=
o

=
SN

Emir Tuzlak

0S "Camil Sijari¢" Sarajevo

=
o

-
>

Nermin Mali¢evi¢

Deseta osnovna Skola Ilidza

(o]

[y
w

Hena Kablar

0OS "Mesa Selimovi¢" Zenica

=
o

[
N

Ismar Aljuki¢

OS "Br¢anska Malta" Tuzla

=
o

=
N

Abdullah Musli¢

Peta osnovna Skola Ilidza

=
o

=
o

Ishak Klopi¢

Richmond Park International Primary School Tuzla

=
o

=
o

Emin Tulumovi¢

,,Prva osnovna Skola® Zivinice

Kenan Nuhi¢

IV osnovna skola Mostar

Tarik Melunovi¢

OS "Cengi¢ Vila 1" Sarajevo

Adna Berbi¢

OS "Omer Musi¢" Kakanj

Hana HadZovi¢

0S "Mesa Selimovi¢" Sarajevo

Ivor Mesi¢

JU VI osnovna skola Mostar

Vedran Peri¢

OS "Sveti Franjo" Tuzla

Esad Vuk

Prva osnovna skola Stolac

Sumeja Hrusti¢

0S "Skender Kulenovi¢" Zenica

Amina Fejzié

OS "Grbavica II" Sarajevo

Emina Niksi¢

JU Druga osnovna skola Konjic

Faris Sejmenovi¢

Prva Osnovna Skola Maglaj

Menil Mari¢

JU Osnovna $kola ,Mustafa Ejubovié¢ —Sejh Jujo, Mostar

Tarik Brki¢

OS ,,Grivice" Banovic¢i

Asja Cori¢

JU Druga osnovna skola Konjic

Nedzma Jahi¢

OS "Alija Nametak" Sarajevo

Ema Deljo

OS "Husein ef. Pozo"
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9. RAZRED

Rank

Ime i Prezime

Skola

Razred

=
N

w
N

1

PaSi¢ Amila

JU OS "Novi Grad" Tuza

9

=
o |-

w
B

Adrian MiSi¢

Katolicki Skolski centar Sarajevo

[CH)

w

w
N

Nada HadzZiabdi¢

OS "Camil Sijari¢" Sarajevo

=
(=]

=
o

N
B2

Nedim Beganovié

OS " Cazin II" Cazin

(<)}

N
B

Faruk Demirovié¢

OS "Skender Kulenovi¢" Sarajevo

=
(=)

[
()

Nedzma Durovié

OS "Alija Nametak" Sarajevo

[y
(=)

Helena Dizdarevi¢

OS "Grbavica II" Sarajevo

[y
S

Ahmed Krdz¢

OS "Podlugovi" Ilijas

[any
w

OV |WIW[N

Annur Mesi¢

0S "[sak Samokovlija" Sarajevo

[y
[y

Lamija Rami¢

JU OS "lezerski" Bosanska Krupa

=
o

Danis Begovi¢

0S "Mesa Selimovi¢" Sarajevo

=
o

Dina Burazerovi¢

0S "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo

Emir Sal¢inovié

OS "Grbavica I" Sarajevo

Tarik Rami¢

0S "Jezerski" Bosanska Krupa

Danijal Ivkovi¢

JU Osnovna $kola Suljo Cili¢, Jablanica

lIma Pleh

Sesta osnovna $kola Ilidza

Elmir Junuzovi¢

0S , Lukavac Mjesto* Lukavac

Faris Ajkuni¢

Prva osnovna skola Bugojno

Harun Mesi¢

OS "Grbavica I" Sarajevo

Danis Dzaferagic

0S "Jala" Tuzla

Lamija Hadzi¢

OS "Aleksa Santi¢" Sarajevo

Tarik Arnautovic

0OS "Miroslav Krleza" Zenica

Eldin Cama

OS "Kulin Ban" Visoko

Emina Umihani¢

Richmond Park International Primary School Tuzla

Harisa Nazdrai¢

JU Osnovna §kola Bijelo polje, Potoci

Harun Galijasevi¢

OS "Resad Kadi¢" Tesanj

Lejla Besirevic

OS " Cazn II" Cazin

Nada Tresnjo

JU Prva osnovna $kola Konjic

Ali Kulaglié

OS "Enver Colakovi¢" Breza
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JUNIORSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA

Juniorska matematicka olimpijada ¢e se odrzati 21.5.2022.

u Sarajevu.

Ucenici koji su pozvani na olimpijadu su:

. Hana Memié, OS “Cengi¢ Vila 1” Sarajevo VII razred

Adnan Osmié, OS "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo VI razred
Ajla Cuprija, OS "Skender Kulenovi¢" Sarajevo VI razred
Mirza Bugatlié¢, OS "Grbavica II" Sarajevo VI razred
Uma Senta, OS "Skender Kulenovi¢" Sarajevo VIII razred
Nermin Kadi¢, O§ "Musa Cazim Cati¢" Sarajevo VIII razred
Tarik Daci¢, OS "Pofali¢i" Sarajevo V111 razred
Amer Mostro, OS "Hamdija Krefevljakovi¢" Kakanj V111 razred
Lana Zepi¢, OS "Sveti Franjo" Tuzla V111 razred

. Mehi¢ Adin, OS ,,Ivan Goran Kova¢i¢“ Gradadac V111 razred

©ooNo bk owd

[EEN
o

. Pagi¢ Amila, JU OS "Novi Grad" Tuzla IX razred

. Adrian Misi¢, Katoli¢ki $kolski centar Sarajevo 1X razred

. Nada HadZiabdi¢, OS "Camil Sijari¢" Sarajevo IX razred

. Nedim Beganovi¢, OS " Cazin II" Cazin IX razred

. Faruk Demirovié, OS "Skender Kulenovi¢" Sarajevo IX razred
. NedZma Durovi¢, OS "Alija Nametak" Sarajevo IX razred

. Helena Dizdarevié¢, OS "'Grbavica 11" Sarajevo IX razred

. Ahmed Krdzi¢, OS "Podlugovi" Ilijas IX razred

. Annur Me§i¢, OS "Isak Samokovlija" Sarajevo IX razred

. Lamija Ramié, JU OS "Jezerski" Bosanska Krupa 1X razred
. Danis Begovié¢, OS ""Mesa Selimovi¢" Sarajevo IX razred

CESTITAMO SVIM UCENICIMA NA PLASMANU!!!
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