UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Kalesija, 18. april 2015. godine
I razred

. Majka je triput starija od sina. Prije pet godina majka je bila pet puta starija od
njega. Koliko je godina majci, a koliko sinu?

. Neka je dat paralelogram ABCD i neka je E sredina duzi AB. Prave C'E i BD sijeku
se u tacki F'. Dokazati da je C'F' = 2EF.

. Odrediti medusobnu vezu izmedu parametara a, b i ¢, neovisnu o z i y ako je

1 1 1
a=T+ —, b:y+_7 c=xy+ — (337&0,3/7&0,27&0)
x Yy rY

. Odrediti sve proste brojeve p takve da je 2p* — p? + 16 potpun kvadrat.

. Dvije sestre, Merima i Ajla, imaju zajednicku zbirku od n znacki. Na sajmu starina
prodale su sve znacke dobivsi za svaku n KM. Kad su se vratile kuci, htjele su podijeliti
zaradu popola. Sav zaradeni novac je u nov¢anicama od 10 KM, osim ostatka pri
dijeljenju iznosa zarade sa 10 koji je u kovanicama od po 1 KM. S hrpice novcanica
su naizmjenice uzimale po jednu novcanicu. Buduéi da je Merimi, koja je uzela prvu
novcanicu, dopala i posljednja novc¢anica, Ajla se smatrala oste¢enom. Merima je onda
rekla da Ajla uzme sve kovanice, a ostatak duga ¢e joj ona vratiti sutradan. Koliko je
Merima ostala duzna Ajli?
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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IT razred

. Odrediti vrijednost izraza

D=

S=[a+1) " +b+1)7"]

zaa=(2+v3) b= (2—+v3) .

. Ako su koeficijenti jednadzbi 2? + p1x +¢q1 = 0 i 2%+ paz + g2 = 0 realni i zadovoljavaju
relaciju p1p2 = 2 (¢1 + ¢2), dokazati da bar jedna od tih jednadzbi ima realne korijene
(rjesenja).

. Neka je dat ostrougli trougao AABC' sa ortocentorm H. Tacka M je srediste duzi BC.
Dokazati da tacka K, koja je simetricha tacki H u odnosu na tacku M, lezi na kruznici
opisanoj oko trougla AABC.

. Nadi sve trojke prirodnih brojeva (z,y, z) takve da je
o+ + 22— 3ayz = p,

gdje je p prost broj veci od 3.

. Ako su a,b i ¢ duzine stranica trougla, dokazati da je

a n b N c
b+c—a a+c—b a+b—c

Kada se dostize znak jednakosti?
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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III razred

. Ako je f(x) = 3" 1 g (z) = sinz, odrediti vrijednost izraza
m
(9(%)) 9 togsm)).

. Ako za uglove trougla vrijedi relacija
sin® vy = sin® a + sin? 3,
pokazati da je taj trougao pravougli.

. Neka su tacke D i E podnozja visina iz vrhova B i C' trougla AABC na stranice AC'
i AB, redom. Ako je M srediste duzi BC', dokazati da su M D i MFE tangente na
kruznicu opisanu oko trougla AADE.

. U skupu nenegativnih cijelih brojeva rijesiti jednadzbu

3"+ T =47

. Na nekom rukometnom turniru su se svaka dva tima sastala samo po jednom. Po
zavrSetku turnira prvoplasirani tim je osvojio 7 bodova, drugoplasirani 5, a tre¢eplasir-
ani 3 boda. Ako se za pobjedu dobije 2 boda, za nerijesen rezultat 1 bod i za poraz 0
bodova, odrediti koliko je timova ucestvovalo na turniru.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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IV razred

. Odrediti x tako da brojevi a+x, b+ x, c+ x ¢ine geometrijski niz. Diskusija za razlicite
vrijednosti parametara a, b, !

. Za koje prirodne brojeve n vrijedi (1 +14)" = (1 —4)", gdje je ¢ imaginarna jedinica?
. Ako su a, b, ¢ pozitivni brojevi takvi da je abc = 1, dokazati da vrijedi nejednakost

1 1 1 (ab+ be + ca)®
+ + < .
at+bc b +ca A+ab 6

Kada se dostize znak jednakosti?
. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednadzbu

m" —n™ = 3.

. U trouglu AABD poznate su ove velicine: {ADB = 120° i AD =1, a na stranici AB
nalazi se tacka C' tako da je ugao LADC = 90° i BC' = 1. Dokazati da duz AC' ima
duzinu AC = /2.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Magka je triput starija od sina. Prije pet godina majka je bila pet puta starija
od njega. Koliko je godina majci, a koliko sinu?

Rjesenje. Oznacimo sa m broj godina majke, a sa s broj godina sina. Prema uvjetima
zadatka imamo sljedeci sistem jednadzbi:

= 3s,
m—5 = 5(s—05).

Uvrstavanjem izraza za m iz prve jednadzbe u drugu dobije se
35 — b5 = 5s — 25,
odakle je s = 10, pa je m = 30.
Zadatak 2. Neka je dat paralelogram ABCD i neka je E sredina du?i AB. Prave CE i
BD sijeku se u tacki F'. Dokazati da je CF = 2EF.

RjeSenje. Neka je G tacka u kojoj se sijeku dijagonale AC' i BD. Tada je CG = GA i
BG = GD. 7Zbog toga su BG i C'E tezisnice trougla AABC i tacka F' je teziste tog trougla.
Poznato je da teziste dijeli svaku tezignicu u odnosu 1 : 2, pa je CF = 2EF.

Zadatak 3. Odrediti medusobnu vezu izmedu parametara a,b i ¢, neovisnu o x,y, z, ako je

1 1 1
a=z+—, b=y+—, c=axy+— (x#0,y#0,2#0).
T Y Ty



RjeSenje. Koristeti date jednakosti, imamo

1 1 1 Ty Ty
c=xy+—=(z+—-||ly+-)—(-+=)=ab—|—-+=],
Ty x y y oz y

odakle je

Takoder,
1 1 1
= =ad>-2, Y¥+5=b0-2 2P+ ——=-2 (2)
x2 y? x2y

Koristeci (2), dobijamo

1 1 1 N
2 2 2 2 2
2= $y+x2_y2_(x +ﬁ) y_l_?)_(ﬁ—i_ﬁ

odakle je
? oy 2 2 2
L@ @) () ®
S druge strane, iz (1) slijedi
22 P ,
?+ﬁ:(ab—c)—2 (4)

Konaéno, (3) i (4) daju
(ab—c¢)* —2 = (a*>=2) (a®—2) = (¢ —2),

odnosno trazenu relaciju
a® +b* + ¢ — abc = 4.

Zadatak 4. Odrediti sve proste brojeve p takve da je 2p* — p* + 16 potpun kvadrat.

Rjesenje. Prost broj p = 2 o¢ito nije rjesenje zadatka, ali p = 3 jeste jer je 2-3* —32+16 =
169 = 132
Neka je p prost broj veéi od tri. Tada je p = 3k + 1 ili p = 3k — 1 (za neko k € N),
odnosno imamo da je
p=1 (mod3) ii p=-1 (mod3).

U oba ova slucaja je

20 —p*+16=2-1-1+16=2 (mod3).



Medutim, poznato je da kvadrat nekog prirodnog broja ne moze dati ostatak 2 pri dijeljenju
sa 3 (8to se jednostavno provjerava uzimajuéi n = 3k, n = 3k + 1 ili n = 3k + 2 i kvadrirajuéi
ih).

Prema tome, jedino rjesenje zadatka je p = 3.

Zadatak 5. Duije sestre, Merima i Ajla, imaju zajednicku zbirku od n znacki. Na sajmu
starina prodale su sve znacke dobivsi za svaku n KM. Kad su se vratile kuci, hijele su podijeliti
zaradu popola. Sav zaradeni novac je u novcéanicama od 10 KM, osim ostatka pri dijeljenju
iznosa zarade sa 10 koji je u kovanicama od po 1 KM. S hrpice novcanica su naizmjenice
uzimale po jednu novéanicu. Buduct da je Merimi, koja je uzela prvu novcanicu, dopala 1
posljednja novéanica, Ajla se smatrala oStecenom. Merima je onda rekla da Ajla uzme sve
kovanice, a ostatak duga ¢e joj ona vratiti sutradan. Koliko je Merima ostala duina Ajli?

Rjesenje. Neka je n = 10a + b,b < 10. Ukupan novac koji su sestre dobile od prodaje je
(10a + b)* = 20 (5a2 + ab) + b*. Kako je broj novéanica bio neparan, b? pri dijeljenju sa 20
mora dati ostatak vec¢i od 10 i manji od 20. jedine vrijednosti od b koje to zadovoljavaju su
41 6, te je b* jednak 16 ili 36. U oba slucaja je 6 kovanica od po 1 KM, a to znaci da je
Merima dobila 4 KM vise, pa ukoliko vrati Ajli 2 KM, imat ¢e jednako. Dakle, dug iznosi 2
KM.



IT razred

Zadatak 1. Odrediti vrijednost izraza

[N

S=[a+1)""+b+1)7"]

zaa:(2+\/§)_1,b:(2—\/§)_l.

Rjesenje.

B 1 . 1
= 1 1
+1 +1
2+/3 23
1
1
B Lo B 2+\/§+2—\/§ ’
3+v3 3-43 3+v3 3-V3
243 2-3

) (2+¢§)(3¢§)+(2¢§)(3w§))§
- (3+v3) (3= 3)

) 6+f(¢§)2+6f(¢§)2>5(6)%

9-3

Zadatak 2. Ako su koeficijenti jednadsbi x? + p1x + q = 0 i 2% + pox + ¢z = 0 realni i
zadovoljavaju relaciju p1ps = 2 (q1 + q2), dokazati da bar jedna od tih jednadzbi ima realne
korijene (rjesenja).

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da obje od tih jednadzbi nemaju realnih rjesenja.
Tada bi vrijedilo
pi—4q <0 i pj—4g <O0.

Sabiranjem ovih nejednakosti dobijamo
2, .2
pr+pe <4(q+g).
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No, kako je p? + p3 > 2pips, imat éemo

2pip2 < Py +ps <4 (g1 + ),

odakle slijedi pi1ps < 2 (g1 + g2), $to je kontradikcija s pretpostavkom zadatka da je p;py =
2(q1 + ¢2). To znaci da nam je netacna pretpostavka da obje od tih jednadzbi nemaju realnih
rjesenja, tj. tacno je da barem jedna od tih jednadzbi ima realna rjesenja (korijene).

Zadatak 3. Neka je dat ostrougli trougao AABC' sa ortocentorm H. Tacka M je srediste
duzi BC'. Dokazati da tacka K, koja je simetricha tacki H uw odnosu na tacku M, lezi na
kruznici opisanoj oko trougla AABC.

<O
(J

.c

Rjesenje. Neka je tacka E na stranici AC' podnozje visine iz vrha B, a tatka F' na stranici
AB podnozje visine iz vrha C. Posto je trougao AABC' ostrougli, ortocentar H se nalazi u
unutrasnjosti tog trougla. Ocito je onda

AHFA+ £{HEA = 180°,

10



pa je ¢etverougao H EAF tetivni. Zbog toga je
ABHC = £FHF =180° — LEAF = 180° — LCAB. (5)

Prema uvjetu zadatka imamo da je BM = MC'i HM = MK, pa je ¢etverougao HBKC
paralelogram (jer mu se dijagonale polove). Iz toga slijedi da je

KBHC = £BKC. (6)

Iz (5) i (6) slijedi da je L BHC = 180° — £C AB, $to znaci da je icetverougao ABKC tetivni
Getverougao. Iz toga slijedi da K lezi na kruznici opisanoj oko trougla AABC.

Zadatak 4. Naéi sve trojke prirodnih brojeva (z,vy,z) takve da je
o3+ 4+ 22— 3ayz =p,

gdje je p prost broj veci od 3.

Rjesenje. Kako je

PP+ 22 =3y = (x+y)® =3y (@ +y)+ 2° — 3ayz
= (z+4y)’+2° =32y (z +vy) — 3ayz

(@t y+2) ((@+y) = (@+y)z+2°) = 3uy(z+y+2)

(z+y+2)(2®+y*+2° —ay—yz — 2z),
data jednadzba se moze napisati u obliku:

(z+y+2) (2®+y*+2° -y —yz — 2z) =p.
Posto su z,y, z prirodni brojevi, to je x +y 4+ z > 3. Imaju¢i na umu da je p prost broj,
slijedi da je
r+y+z=p i x2+y2+22—xy—yz—za::1.

Dalje je

x2—|—y2+z2—xy—yz—zx:1(:(x—y)2+(y—z)2+(z—x)2:2,

odakle zaklju¢ujemo da dva od tri kvadrata na lijevoj strani moraju biti jednaka 1, a treci
0. Zbog simetri¢nosti jednadzbe mozemo smatrati da je x > y > 2. To znaci da su moguca
dva slucaja: x =y > zilix >y = 2.

1. U slucaju kad je x = y > 2z, imamo da je y — z = 1, odnosno z = y = z + 1. Tada je

p=x+y+z=32+2.

Kako je z cio broj, to je p = 2 (mod 3), tj. p je prost broj oblika p = 3k + 2 (k € N), pa
dobijemo: z = k,x = y = k 4+ 1. Drugim rije¢ima, ako je p prost broj oblika p = 3k + 2

11



p+1 p+1 p—2
373 7 3

(k € N), tada jednadzba ima rjesenje: (x,y, z) = < ), ali i sve permutacije

ove uredene trojke (zbog simetrije jednadzbe).
2. U slucaju kad je x > y = 2z, imamo da je x —y = 1, odnosno x — 1 = y = 2. Tada je

p=r+y+z=3x—2

Kako je z cio broj, to je p = —2 =1 (mod 3), tj. p je prost broj oblika p = 3k + 1 (k € N),
pa dobijemo: x = k + 1,y = z = k. Drugim rijeCima, ako je p prost broj oblika p = 3k 4+ 1
p+2p_1p_1)ahi

(k € N), tada jednadzba ima ta¢no jedno rjesenje: (x,y,z) = T3 3
sve permutacije ove uredene trojke (zbog simetrije jednadzbe).

Zadatak 5. Ako su a,b i ¢ duZine stranica trougla, dokazati da je

a N b n c
b+c—a a+c—b a+b—c—

Kada se dostize znak jednakosti?

. . . a+b+c S . :
Rjesenje. Neka je s = — Tada je lijeva strana date nejednakosti

a b c
+ +
+c—a a+c—b a+b-—c

(5 )
) () o ()

3

2

1 1 1 3
(s—a+s—b+3—c)_§'

Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine (A > H) na izraz u zagradi
u posljednjoj jednakosti, dobijamo

L =

»
|
IS
+
»
|
S§

N NI~ NI~ N~k S

9
(s—a)+(s=b)+(s—c)
9 3 S 9 3

"3s—(a+b+c) 2 2 3s—2s 2

L

v

=3,

N[O NDl®»w N ®»
N W
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Sto je i trebalo dokazati.

Jednakost se postize kad u upotrijebljenoj nejednakostiA = H vrijedi znak jednakosti,
odnosno kad je s —a =s—b=5s—c¢, tj. kad je a = b = ¢, §to se i neposredno provjerava u
polaznoj nejednakosti.

13



IIT razred

Zadatak 1. Ako je f(x) =3" i g(x) = sinz, odrediti vrijednost izraza

f(9(%)) —o(f tlogsm).

Rjesenje. Prema uvjetima zadatka imamo:
s . ogy T
F(9(%)) —9(ftlogym) = f(sing)—g (3"

1 1 .
= f(é) —g(m) =32 —sinw

= V3

Zadatak 2. Ako za uglove trougla vrijedi relacija
sin? v = sin® a + sin? 3,
pokazati da je taj trougao pravougli.

Rjesenje. I nacin: Iz sinusnog teorema

a b c
— == —=2R
sina  sinf  sinvy
imamo
. a . 5 . C
sina = —,sinff = —,siny = —.
2R ok’ T oR
Koristeci posljednje relacije imamo
2 2 2
c a b
sin?y = sin? a + sin? 8 & = + & =a? + b

4R?  4R?  AR?

tj. trougao je pravougli.

IT nacin: Kako je v = 180° — (a + f3), imamo

sin®y = sin® (180° — (a + f)) = sin’ (a + ) = sin® a + sin® §
& sin? acos® B+ 2sin o cos asin 3 cos B + sin? 5 cos® a = sin® a + sin?
& sin®a (00826 — 1) +sin? 3 (cos2a — 1) + 2sinacosasinfcos 5 =0
& —2sin®asin® B + 2sinacosasin Bcos B = 0
< sinasinf (sinasin f — cosacos ) =0
< sinasinfcos(a+5) =0
& cos(a+p)=0sa+ 5 =90°

14



tj. trougao je pravougli.

Zadatak 3. Neka su tacke D i E podnoZja visina iz vrhova B i C trougla AABC na
stranice AC' 1 AB, redom. Ako je M srediste duzi BC, dokazati da su M D i M E tangente
na kruinicu opisanu oko trougla AADE.

A

B F M c

Rjesenje. Neka je F' podnozje visine iz vrha A na stranici BC. Oznacimo sa H ortocentar
trougla AABC. Imamo da je {BDA = LHDA = 90° i {CEA = {HFEA = 90°, iz Cega
slijedi da je {HEA + LHDA = 180°, pa je ¢etverougao HEAD tetivni. Ako je O sredina
duzi AH, tada je

01A=0.H=0,F =0,D,

jer je O centar opisanih kruznica oko pravouglih trouglova AHFEA i AHDA. Iz toga slijedi
da je O; centar opisane kruznice oko trougla ADAFE. Posto je LCEB = £CDB = 90° i to
su uglovi nad istom tetivom BC', onda je ¢etverougao C DEB tetivni. Tacka M je centar
opisanih kruznica u tacki M oko oba pravougla trougla, ACEB i ACDB, pa je centar
opisanih kruznica u tacki M centar opisane kruznice oko ¢etverougla BCDE. Zbog toga je

MD=MFE=MB = MC.

15



Dalje je
LAHDM = ABDM = £DBM = 90° — L{BCA =90° — ~ (7)

£LO\DH = £O,HD = 90° — LHAD = 90° — {FAC = £ BC'A = . (8)

Iz (7) i (8) slijedi
LHDM + £O:DH = 90° = £0,DM = 90°.

Dakle, M D je tangenta na kruznicu opsanu oko trougla AADE.
Analogno se dokazuje da je i M E tangenta na kruznicu opisanu oko trougla AADFE, §to
je i trebalo dokazati.

Zadatak 4. U skupu nenegativnih cijelih brojeva rijesiti jednadzbu

3T+ 7 =47

Rjesenje. Ocito je da za z = 0 jednadzba nema rjesenja (neposredno se provjerava). Neka
je z > 1. Primjenom kongruencije po modulu 4 na datu jednadzbu, dobijamo

(=) 4+ (=1)Y =0 (mod 4),

odakle slijedi da su x i y razlicite parnosti. Zbog toga ¢emo razmatrati dva slucaja.
1) « paran, y neparan
Neka je x = 2z1, gdje je z1 € Ny. Zamjenom u polaznoj jednadzbi dobije se

V= (2°)" — (371)% = (2° — 3™) (2° + 3™).

Odavde slijedi

- o
gdje su s,t € Ngis <t s+t=y. Sabiranjem jednakosti (9) imamo

2.2 =T 47 =7 (1+777),

iz cega slijedi da 7° | 2 - 2%, §to je moguée samo za s = 0, pa je t = y i vrijedi

25t =1 4+ 7Y, (10)
S druge strane, oduzimanjem prve od druge jednakosti u (9) dobijamo

2.3% =7 —1. (11)
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Iz (10) i (11) slijedi 2*™! = 2 - 3" 4 2, odnosno

27 =3"1 41, (12)
odakle, primjenom kongruencije po modulu 3, dobijamo

(—1)* =1(mod3),
pa je z paran broj, tj. z = 221,27 € Ny. Sada iz jednadzbe (12) slijedi
37 = (29) — 1= (2 — 1) (22 + 1),

odnosno . .

o ) 1)
gdje su u,v € Ng i u < v,u+ v = x;. Oduzimanjem jednakosti (13) imamo

2=3"-3"=3"(3"""-1),

odakle slijedi 3" | 2, §to je moguce samo za u = 0, pa je v = x1 1 vrijedi 2 = 3"* — 1 Odavde
jery =1iz =2 aiz (13) slijedi da je i z; = 1, pa je z = 2. Iz polazne jednadzbe se dobije
y = 1.

Dakle, u ovom prvom slu¢aju dobili smo jedno rjesenje: (x,y,z) = (2,1, 2).

2) x neparan, y paran
Neka je y = 2y, gdje je y; € Ng. Zamjenom u polaznoj jednadzbi dobije se

3T — (2z)2 o (72,/1)2 _ (2z . 7y1) (2z + 7y1) ’

odakle je .
e (1)
gdje su k,l € Ng ik <,k+ = x. Sabiranjem jednakosti (14) imamo
2.2 =33 = 3" (1+37F),
iz cega slijedi da 3% | 2 - 2%, &to je moguée samo za k = 0, pa je [ = x i vrijedi
R e (15)

Uoc¢imo da je jednadzba (15) oblika (12) i da smo ve¢ dokazali da ima jedinstveno rjeSenje:
z4+1 =2 (tj, 2z =1), x = 1. Neposredno iz polazne jednadzbe slijedi da je y = 0.
Dakle, u ovom drugom slucaju dobili smo takoder samo jedno rjesenje polazne jednadzbe:
(x,y,2) =(1,0,1).

Rezultat: Polazna jednadzba ima dva rjesenja: (1,0,1) 1 (2,1,2).
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Zadatak 5. Na nekom rukometnom turniru su se svaka dva tima sastala samo po jednom.
Po zavrsetku turnira prvoplasirant tim je osvojio 7 bodova, drugoplasirani 5, a treceplasirani
3 boda. Ako se za pobjedu dobije 2 boda, za nerijeen rezultat 1 bod i za poraz 0 bodova,
odrediti koliko je timova ucestvovalo na turniru.

Rjesenje. Neka je n broj timova koji su ucestvovali na turniru. Ukupno je odigrano
—1
n(n—) utakmica na turniru. Buduéi da je broj ukupno osvojenih bodova po utakmici 2,
onda je ukupan broj svih osvojenih bodova na cijelom turniru jednak n (n — 1), a to je paran
broj. Zbog toga je n(n — 1) > 7+ 5+ 3 = 15, odakle slijedi da je n > 5.
Prema uvjetima zadatka svi ostali timovi su osvojili ili 3 ili manje bodova. Zbog toga je

n(n—1) <154+ (n—3)-3,

odnosno n? — 4n — 6 < 0, odakle slijedi da je n < 5. Prema tome, zbog ranijeg uvjeta da je
n > b, slijedi da je n = 5 kao jedina mogucnost, tj. na turniru je ucestvovalo ukupno pet
timova.
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IV razred

Zadatak 1. Odrediti x tako da brojevi a + x,b + x,c + x ¢ine geometrijski niz. Diskusija
za razlicite vrijednosti parametara a, b, c!

Rjesenje. Uvjet da ova tri broja ¢ine geometrijski niz je

(b+:):)2:(a+x)(c+:1:),

odnosno
(20 —a —¢)x = ac — b*.
Diskusija:
: : N . . ac —b?
i) ako je 2b # a + ¢, tada postoji jedinstveno jresenje: x = T —
—a—c

ii) ako je 2b = a + ¢, i ac # b?, tada ne postoji trazena vrijednost za z;
iii) ako je 20 = a + ¢ i ac = b?, odnsosno a = b = ¢, tada je rjegenje svaki realni broj
(beskonaéno mnogo rjesenja).

Napomena: U slu¢aju i) brojevi a, b, ¢ ne ¢ine aritmeticki niz; u sluc¢aju ii) brojevi a, b, ¢ ¢ine
aritmeticki niz, ali ne ¢ine geometrijski niz; a u slucaju iii) brojevi a, b, ¢ ¢ine istovremeno i
aritmeticki i geometrijski niz.

Zadatak 2. Za koje prirodne brojeve n vrijedi (1+14)" = (1 —14)", gdej je i imaginarna
jedinica?

Rjesenje. I nacin:

1 2 2N\ T 2 n
SEAETYN 1o () cleit—1en—4k keN
1—142 2

IT nacin: Koriste¢i Moivreovu formulu, buduéi da je

1+i:\/§(cos£+isinz>, 1—i:\/§<cos%—isinz>,

4 4
imamo
(1+4)" = (1—i)n<:><COS%+iSin%>n:(COS%—iSin%)n
nwt .. nmw nw .. nmw
= cosz—l—zsmI:cosI—zsmz
& 2isin2—7r:0<:>sin%:O<:>%:/m<:>n:4k,kEN.
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Zadatak 3. Ako su a, b, c pozitivni brojevi takvi da je abc = 1, dokazati da vrijedi nejednakost

1 1 1 (ab+ be + ca)?
+ + < :
at+bc bP+ca  A+ab 6

Kada se dostize znak jednakosti?

Rjesenje. Koristit c¢emo nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dvaju bro-
jeva:

a®+be > 2Vadbe = 2a,
¥ +ac > 2vVb3ac = 20,
S+ab > 2V3ab =2,
odakle je
1 n 1 n 1 < 1 n 1 L 1
ad4+bc bBP4ca A+ab T 20 2b 2c
_ab+bc+ca

Preostaje dokazati da je
ab + bc + ca < (ab + be + ca)®
2 - 6 ’

odnosno da je
ab + bc + ca > 3,

sto slijedi iz nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
ab+be + ca > 3vVab - be - ca = 3.
Zmak jednakosti se dostize za ab = bc = ca, odnosno za a = b = ¢, §to zajedno sa abc = 1,

daje a = b = c = 1. S druge strane, jednostavno se provjerava da se za a = b = ¢ = 1 zaista
dostize jednakost.

Zadatak 4. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednadzbu

m" —n™ = 3.

Rjesenje. Ocito je da brojevi m i n moraju biti razli¢ite parnosti. Razlikujemo dva slucaja:

* M je neparan, n paran
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Vidimo da mora biti m > 1. Neka je n = 2n; za neko n; € N. Tada je

m" = (m?)™ =1" =1 (mod 4)

n™ =0(mod4),
pa je
m" —n™ =1(mod4),
a kako je desna strana jednadzbe 3 = —1 (mod 4), zaklju¢ujemo da u ovom sluc¢aju jednadzba

nema rjesenja.
* M je paran, n neparan

Za n = 1 imamo rjesenje jednadzbe m = 4,n = 1. Pretpostavimo sada da je n > 1. Tada je
n > 3, paje
m™ =0 (mod8).

Neka je m = 2m, za neko m; € N. Zbog toga je
n™ = (n?)"™ =1™ =1(mod8),
pa je
m'—n"=0-1=7(mod8),

te zakljucujemo da i ovdje nema novih rjesenaj, osim ve¢ dobijenog.
Rezultat: (m,n) = (4,1) je jedinstveno rjesenje.

Zadatak 5. U trouglu AABD poznate su ove velicine: L ADB = 120°i1 AD = 1, a na
stranici AB nalazi se tacka C' tako da je ugao L ADC = 90° i BC' = 1. Dokazati da duz AC
ima duzinu AC = /2.
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Rjesenje. Uvedimo oznake: x = AC,y = BD. Primjenom kosinusnog teorema na trougao
AABD imamo

AB? = AD?+ BD? —2AD-BDcos£ABD
1
= (24+1)2 =142 —2ycos120° <= (z+1)> =142 -2 <—§> :
odnosno
v’ + 20 =y +y. (16)

o

Primjenom sinusnog teorema na trougao ABCD, imaju¢i na umu da je L{BDC = 30°,
dobijamo

Y B 1
sin {BOD  sin30°’
odakle je
= 2sin {BCD. (17)
U pravouglom trouglu AADC' vrijedi
in {AC'D ! ! (18)
sin = —=—.
AC  x
Iz (17) i (18) slijedi
2
y =2sin £BCD = 2sin (180° — LACD) = 2sin LACD = —. (19)
x
Zamjenom (19) u (16) dobijamo
4 2
v+ 21 = —+ -
2 x

odakle je
Pa4+2)=2+r4 (2+2) (903—2)20(:)90:\9/5,

to je i trebalo dokazati.
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