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FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJE SKOLE
Sarajevo, 26.04.2015.

Prvi razred
Zadatak 1. Odrediti sve prirodne brojeve a i b takve da (ab + 1)|(a? — 1).

Zadatak 2. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi abc = 2015. Dokazati da
vrijedi nejednakost

a+b N b+c N c+a <\/E+\/E+\/E
a?+b%2 bZ+c?2 c24a%2” 2015

Kada vrijedi jednakost?

Zadatak 3. U paralelogramu ABCD vrijedi AB = BD. Neka je K tacka na AB, razli¢ita od A,
takva da je KD = AD. Neka je M tacka simetri¢na tacki C u odnosu na K, a N tacka simetricna
tacki B u odnosu na A. Dokazati da je DM = DN.

Zadatak 4. Esma i Vesna pretrazivale su djedov tavan 1 nasle vagu i1 kutiju sa tegovima. Kada
su tegove razvrstale po masi, utvrdile su da ima 5 razlic¢itih grupa tegova. Igrajuci se vagom 1
tegovima, ustanovile su da ako stave na jednu stranu vage bilo koja dva tega, moguce je naci
druga dva tega iz kutije takva da njihovim stavljanjem na drugu strane vage, ona se
uravnoteZuje. Na¢i minimalan broj tegova u kutiji.

Trajanje izrade zadataka je 210 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Sretno!
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FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJE SKOLE
Sarajevo, 26.04.2015.

Drugi razred

Zadatak 1. Rijesiti nejednacinu

5)x| < x(3x+2—2\/8—2x—x2)

Zadatak 2. Neka su a, b, ¢ realni pozitivni brojevi za koje vrijedi jednakost abc = 1.
Dokazati da vrijedi nejednakost:
1 N 1 N 1 <az+b2+c2
a+b b+c a+c™ 2

Kada vrijedi jednakost?

Zadatak 3. Neka je dat trougao ABC sa centrom upisane kruznice u tacki /. Prava A/ sijeCe
kruznicu K opisanu oko trougla ABC u tackama A4 i D (A # D). Kruznica upisana u trougao
ABC dodiruje stranicu BC trougla u tacki E. Prava DE sijece kruznicu K u tatkama D i F (D #
F). Dokazati da je £AFI = 90°.

Zadatak 4. Na takmicenju je ucestvovalo 67 ucenika. RjeSavali su 6 zadataka. Ucenik koji
tacno rijesi k-ti zadatak dobije k bodova, dok ucenik koji netacno rijesi k-ti zadatak dobija - k
bodova.

a) Dokazati da postoje dva ucenika koja su potpuno isto odgovorila na sva pitanja.

b) Dokazati da postoje najmanje 4 ucenika koji imaju jednak broj bodova.

Trajanje izrade zadataka je 210 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Sretno!
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FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJE SKOLE
Sarajevo, 26.04.2015.

Tredéi razred

Zadatak 1. Rijesiti sistem jednacina u skupu realnih brojeva:

x3+y3=3y+3z+4
y3+2z3=3z+3x+4
x*+7z3=3x+3y+4

Zadatak 2. Odrediti sve uredene trojke (a, b, p) prirodnih brojeva tako da je broj
_ b a—8b
P=2 la+s8b

Zadatak 3. Neka je F tacka presjeka visine CD i simetrale AE unutrasnjeg ugla pravouglog
trougla ABC (ZACB = 90°). Neka je G tacka presjeka duzi ED i BF. Dokazati da je povrSina
cetverougla CEFG jednaka povrSini trougla BDG.

prost.

Zadatak 4. Na univerzitetu ima 10 001 student. Neki studenti su formirali klubove (jedan
student moze biti ¢lan vise klubova). Neki klubovi su se grupirali u udruzenja (jedan klub moze
biti u viSe udruzenja). Ukupno ima k udruzenja. Vrijede sljedeci uslovi:
1. Svaki par studenata pripada tacno jednom klubu.
ii.  Zasvakog studenta i svako udruZenje vrijedi da je taj student u ta¢no jednom klubu
tog udruZenja.
iii.  Svaki klub ima neparan broj studenata. Klub sa 2m + 1 studenata se nalazi u tatno
m udruZenja.
Odrediti sve moguce vrijednosti za k.

Trajanje izrade zadataka je 210 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Sretno!
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FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJE SKOLE
Sarajevo, 26.04.2015.

Cetvrti razred

Zadatak 1. Neka su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi za koje vrijedi jednakosta + b +c +d =
8. Dokazati da vrijedi nejednakost:

a 4 b 4 c N d -
V8+b—-d 3V8+c—-a ¥8+d—-b V8+a—c

Kada vrijedi jednakost?

Zadatak 2. Za dati prirodan broj n naci sve parove uzajamno prostih prirodnih brojeva p i g,
takvih da je

p+q’=m*+1Dp*+q

Zadatak 3. Neka su O i I redom centri opisane i upisane kruznice trougla ABC. Neka upisana
kruznica dodiruje stranice BC, CA i AB redom u tackama D, E 1 F. Prave FD 1 CA se sijeku u
tatki P, a prave DE 1 AB u tacki Q. Nadalje, neka su M 1 N redom sredisSta duzi PE 1 QF.
Dokazatida je O L MN.

Zadatak 4. Neka je A = {1,2,3,...,2n — 1}. Iz skupa A je izbaceno najmanje n — 1 brojeva
tako da vrijedi:

a) ako je izbaCen broj a € A i ako 2a € A, 1 2a mora biti izbacen;
b) ako su izbaceni brojevia,b € Aiakoa + b € A,1a + b mora biti izbacen.

Koji brojevi moraju biti izbaceni tako da suma brojeva koji su ostali u skupu bude maksimalna?

Trajanje izrade zadataka je 210 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Sretno!
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FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJE SKOLE
Sarajevo, 26.04.2015.

Prvi razred - rjeSenja

Zadatak 1. Odrediti sve prirodne brojeve a i b takve da (ab + 1)|(a? — 1).
RjeSenje:
(ab+ D|(a®?—1) = (ab+D|(a> —14+ab+1) =
(ab + 1)]|a(a + b) = (ab + 1)|(a + b)
jer suaiab + 1 relativno prosti.
(ab+ 1D|(a+bh)=a+b=ab+1=
(a-1D)bb-1)<0=a=1Vvb=1

Dakle, rjesenja su (a,b) € {(n,1),(1,n)},n € N.
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Zadatak 2. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi za koje vrijedi abc = 2015. Dokazati da
vrijedi nejednakost

a+b N b+c N c+a <\/E+\/E+\/E
a?+b%? bZ+c? c?24a%z” 2015

Kada vrijedi jednakost?
RjeSenje:

Iz A-K nejednakosti slijedi:

a+b a? + b2
<
2 2

a+b 2

a odavde slijedi:

<
a?+b?2 " a+b M
Analogno dobijamo:
b+c < 2 c+a < 2 )
b2+ c2 " b+c’'c?+a* " c+a @
Sada iz (1) 1 (2) slijedi:
a+b+b+c+c+a<2+2+2 3
a?+b?> b>+c? c?>+a* " a+b b+c c+a 3
Kako je na osnovu A-G nejednakosti
2 _ 1 _ e _ Ak
a+b ™ \ab +abc +2015
te analogno
2 _ va o2 - Vb
b+c™ 2015 a+c ™ 2015
nakon sabiranja imamo
2 2 2 c a Vb
+ + < ve + va + 4)
atb b+c atc” 2015 V2015 +2015

Sada iz (3) i (4) slijedi data nejednakost.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = ¢ = ¥2015.
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Zadatak 3. U paralelogramu ABCD vrijedi AB = BD. Neka je K tacka na AB, razlicita od A4,
takva da je KD = AD. Neka je M tacka simetri¢na tacki C u odnosu na K, a N tacka
simetri¢na tacki B u odnosu na A. Dokazati da je DM = DN.

RjeSenje:

N

I
-~
m

M
Kako je 4BKD = 180 — 4DKA = 180 — 4KAD = 4CBK 1 DK = DA = BC, to su trouglovi
DKB i KBC podudarni.

Zbog toga je CK=DB=AB=CD, i ANBD = 4KDB = 4BKC = ADCM (do istog
zakljucka smo mogli do¢i tako Sto vidimo da je zbog DK = BC cetverougao DKBC
jednakokraki trapez, pa su mu dijagonale jednake, tj. CK = DB, i ocigledno ANBD =
4DCM).

Sada primijetimo da su trouglovi CDM i BDN podudarni (SUS, CM =2-CK =2-DB= 2"
AB = NB,ADCM = ANBD,DC = DB), odakle je DM = DN, §to je i trebalo dokazati.
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Zadatak 4. Esma i Vesna pretrazivale su djedov tavan i nasle vagu i kutiju sa tegovima. Kada
su tegove razvrstale po masi, utvrdile su da ima 5 razli¢itih grupa tegova. Igraju¢i se vagom i
tegovima, ustanovile su da ako stave na jednu stranu vage bilo koja dva tega, moguce je naci
druga dva tega iz kutije takva da njihovim stavljanjem na drugu strane vage, ona se
uravnotezuje. Na¢i minimalan broj tegova u kutiji.

RjeSenje:

Prema uslovu zadatka, za svaki par tegova (x,y) postoji par tegova (u,v), takav da je
x +y = u+v.Utomslucaju kazemo da par (u, v) uravnotezuje par (x,y) i obratno.

Neka su a,b,c,d, e razlicite tezine tegova ovog skupa. Bez gubitka opStosti moZzemo
pretpostaviti da je a < b < ¢ < d < e. Posmatrajmo par (a,b). Kako je 2a <a +b < 2b i
a+ b < x + y zasvako x,y razli¢ito od a 1 b, to ovaj par jedino uravnotezuje jedan takav isti
par, tj. par (a, b). Zbog toga u skupu S (skup svih tegova) moraju biti bar dva tega mase a i
dva tega mase b.

Kako u S postoje bar dva tega mase a, to mozemo posmatrati par (a,a). Ovaj par ima ukupnu
masu a + a = 2a. Svaki par tegova (x,y) # (a,a) ima veéi zbir masa nego par (a,a). Po
pretpostavei postoji par tegova koji ga uravnotezuje, a to je jedino moguée ako je
uravnotezujuéi par (a, a). To znaci da tegova mase a ima najmanje 4.

Posmatrajmo sada par (d, e). Jedini par koji ga uravnoteZuje je isti takav par. To znaéi da u
skupu S postoje bar dva tega mase d i dva tega mase e. Par (e, e) ima najve¢u ukupnu masu,
pa jedini par koji ga uravnoteZuje je par (e, e). Dakle, moraju postojati bar 4 tega sa masom e.

Prema uslovu zadatka postoji teg ¢ija je masa veca od b i manja od d. Masu tog tega smo
oznacili sa c.

Prema naprijed zaklju¢enom, broj tegova skupa S ne moze biti manjiod 4 +2+1+2 +4 =
13. Pokazimo da je to minimalan broj elemenata skupa S. Da bismo to pokazali, dovoljno je
da konstruiSemo skup S od 13 elemenata koji zadovoljava uslove zadatka. To su 4 tega mase
1, 2 tega mase 2, 1 teg mase 3, 2 tega mase 4 1 4 tega mase 5.
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FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJE SKOLE
Sarajevo, 26.04.2015.

Drugi razred

Zadatak 1. Rijesiti nejednacinu

5|x|£x(3x+2—2\/8—2x—x2)

RjeSenje:
Razlikovat ¢emo tri slucaja:
1) x=0:zax=0je8—2x —x?=>0 & 8 =0 (tatno)
Rjesenje je x = 0.
2) x>0 ©5x<x(3x+2-2V8—-2x—x%) © 2/8-2x—x2<3x—-3 (1)
pricemuje 8—2x —x2>0=>x24+2x-8<0=(x+4)x-2)<0=

€ [—4,2].
Za 3x —3 = 0 = x > 1 dobijamo iz (1) nakon kvadriranja:

23
4(8—-2x—x%?)<9(x —1)? © 13x? —10x—23>0=>13(x+1)(x—ﬁ) 0

x € (=o0,~1] U[Z +00).
Rjesenje je x € [1—3,2].
3) x<0= —5x<x(3x+2-2V8—2x—x2) & —5>3x+2—-2V8—2x —x2
2V8 —2x —x2>3x+7 (2)
a) Za3x+7=>0,t.x=> —g, nakon kvadriranja (2) dobijamo
4(8—2x —x2) 2 9x?2+42x +49 © 13x2+50x +17< 0 &

—25-24/101 -25+42v101 7 —25+2\/10
X € e , 3 , pa imamo x € |—-

b) Za3x+7<0=x< —Evrijediuvijek(Z)akOJe8—2x—x22 0 xE€E

[—4,2]. Paimamo, x € [—4, — g) Sada iz a) U b) imamo: x €
[_4’ —25+2\/10_1]'

Konaéno rjesenje je 1) U2)U3):x =0,x € [2'2]' X € [_4’ —25+2m].
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Zadatak 2. Neka su a, b, ¢ realni pozitivni brojevi za koje vrijedi jednakost abc = 1.
Dokazati da vrijedi nejednakost:

1 1 1 a? + b? + c?
+ + <
a+b b+c a+c 2

Kada vrijedi jednakost?
RjeSenje:

Iz A - G nejednakosti slijedi:

x+y (x+y)?
5 =.\/xy © T =Xy
X x +
o X T )
x+y 4
Na osnovu nejednakosti (1) dobijamo:
1 1 1 c a b c-abc a-abc b-abc

+ + = + + = + +
a+b b+c a+c ac+bc ab+ac ab+bc ac+bc ab+ac ab+ bc

ac - bc ab - ac ab - bc ac+ bc ab+ac ab+ bc
ac+ bc ab+ac ab+ bc 4 4 4

_ab+ac+bc<az+b2+c2
B 2 = 2

Sto je i trebalo dokazati.

(Koristili smo nejednakost: a? + b%? + ¢2 > ab + ac + bc & %[(a —b)’+ (a—c)* +
(b —¢)?] = 0).

Vrijedi jednakost akkoje a = b = c = 1.
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Zadatak 3. Neka je dat trougao ABC sa centrom upisane kruznice u tacki /. Prava Al sijeCe
kruznicu K opisanu oko trougla ABC utackama 41 D (A # D). Kruznica upisana u trougao
ABC dodiruje stranicu BC trougla u ta¢ki E. Prava DE sijece kruznicu K u tatkama D i F
(D # F). Dokazati da je AAFI = 90°.

RjeSenje:

Imamo da je ABAD = £CAD = % = BD = (D (1)

jer su to tetive kruznice K sa jednakim perifernim uglovima. Takoder je:

4EBD = ACBD = 4CAD = 4BAD = 4BFD = % )

i 4BDE = £BDF 3)
12(2) i (3) slijedi: ABDE~AFDB (4)
1z (4) slijedi: DB? = DE - DF ®)

Na osnovu poznate Leme trezupca imamo da je DB = DC = DI (6)
Sada iz (5) i (6) slijedi DI? = DE - DF (7)
Dalje, posto je AIDE = AIDF (8)

1z (7) 1 (8) sada slijedi AIDE~ADFI 9
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a1z (9) slijedi 4DIE = 4DFI (10)

AFDC je tetivan Cetverougao, pa je ZAFD = 180° — 4ACD (11)

Sada iz (10) i (11) imamo:

4AF] = AFD — 4DFI = 180° — 4ACD — 4DIE

= 180° — (4ACB + 4BCD) — (180° — 4AIE) = AAIE — (4ACB + 4BCD) =

= 4AIB + 4BIE — 4ACB — 4BCD

= 180° — £IAB — 4IBA + 90° — 41BC — 8ACB — 4BCD =270° -5 —L Ly 2

2a+2f3+2y

=270° — = 270° — 180° = 90°

Sto je 1 trebalo dokazati.
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Zadatak 4. Na takmicenju je uCestvovalo 67 ucenika. RjeSavali su 6 zadataka. Ucenik koji

tacno rijesi k-ti zadatak dobije k bodova, dok u€enik koji netacno rijesi k-ti zadatak dobija - k

bodova.

a)
b)

Dokazati da postoje dva uCenika koja su potpuno isto odgovorila na sva pitanja.

Dokazati da postoje najmanje 4 uc¢enika koji imaju jednak broj bodova.

RjeSenje:

a)

b)

Ukupan broj mogué¢ih nadina na koji jedan u¢enik moze rijesiti zadatke je 2° = 64.
Posto imamo 67 ucenika, po Dirhleovom principu dva u¢enika su morala odgovoriti
identi¢no na postavljena pitanja.

Primijetimo da je maksimalan moguc¢i broj bodova koje takmi¢ar moZe osvojiti (ako
tacno rijesi sve zadatke) 1+2+3+4+5+6 =21, a minimalan —1—2— 3 —
4 —5— 6= —21. Sada primijetimo da svaki takmicar tacno 3 puta dobija neparan
broj bodova (na 1.,3.1 5. zadatku). To znaci da ¢e ukupan broj bodova svakog
takmiCara biti neparan (zbir tri neparna i jo$ nekog broja parnih brojeva je uvijek
neparan), pa je ukupan broj bodova svakog takmicara jednak nekom od brojeva
-21,-19,-17,...,19,21,a ovih brojeva ima 22. Posto je ukupan broj takmicara
67 =322+ 1, a ukupan broj mogu¢ih bodova 22, po Dirhleovom principu 4
takmicara moraju imati isti ukupan broj bodova.
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FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJE SKOLE
Sarajevo, 26.04.2015.

Treci razred

Zadatak 1. Rijesiti sistem jednacina u skupu realnih brojeva:

x3+y3=3y+3z+4
y3+2z3=3z+3x+4
x3+2z3=3x+3y+4

RjeSenje:

Nakon sabiranja prve i tre¢e jednacine dobijamo 2x3 +y3 +2z3 =3x + 6y +3z+ 8,a
nakon oduzimanja druge jednacine sistema od gornje jednacine, dobijamo:

x3=3y+2

Analogno dobijamo jos dvije jednacine: y3 = 3z + 21 z3 = 3x + 2. Nakon oduzimanja broja
8 od obje strane ovih jednacina, slijedi:

x3-8=3y—-6© (x—2)x?2+2x+4)=3(y—2)
y3—-8=3z—-6 o (y—-2)y?*+2y+4) =3(z-2)

z3—-8=3x-6 (z—2)(z*°+2z+4) =3(x—-2)
MnoZenjem ovih jednacina dobijamo:

x—2)y—-2)z-2)(x?+2x+4)(y*> + 2y + 4)(z*> + 2z + 4)
=27(x—2)(y —2)(z—2)

., (x—2)(y—-2)Zz-2)[(x?+2x+4)(y?* + 2y + 4)(z*+2z+ 4) - 27] =0
©x=2Vy=2vz=2V x2+2x+4)(y?>+2y+4)(z?+2z+4) =27
©x=2Vy=2vz=2V (x+1)?+3)(y+1)?+3)((z+1)?+3) =27

S (x,y,2) =222V (x,y,z) = (—1,-1,-1)

Dakle, imamo rjesenje: (x,y,z) € {(2,2,2),(—1,—-1,-1)}.
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Zadatak 2. Odrediti sve uredene trojke (a, b, p) prirodnih brojeva tako da je broj

_ b a—8b
P=21a + 8b
prost.
RjeSenje:
. p_ |a-8b . . a—8b . . :
Kako je > = 28D € Q, to je broj 2180 kvadrat racionalnog broja. Zbog toga, ako je

d = nzd(a —8b,a + 8b),ondaje a —8b = du?ia+ 8b = dv? pri Cemusuu ivrelativno
prosti prirodni brojevi. Odavde imamo:

d 2+ 2
=M b

_d@?—u?) _du(w? —u?)
2 -7 16 P 16v

a

Dakle, 16pv = du(v? —u?) = du(v —u)(v + u).

Kako je broj v relativno prost sa brojevima u,u + v, v —u te v|du(v —u)(v + u), to v|d.
Neka je d = vw,w € N. Sada imamo 16p = wu(v — u)(v + u). Kako su brojevi u + v, v —
u iste parnosti, razlikovat ¢emo dva slucaja.

Prvi slucaj: u+ v, v — u su neparni. Tada 16|wu. Ako je u paran, onda je v neparan i broj
u? — v?2 je neparan, pa iz b € N slijedi 16|d, tj. 16/vw. Dakle, 16|w, tj. w = 16t. Tada je
16p = 16tu(v —u)(v + ), tj. p = tu(v? — u?). Kako je u paran broj, to je p paran prost
broj. Dakle, p = 2. Tada je u = 2,t = 1,v2 —u? = 1. Odavde je v2=u?+1 =25, §to je
nemoguce jer je v prirodan broj. Pretpostavka da je u paran broj dovela nas je do
kontradikcije, pa nije tacna. Dakle, u je neparan broj i v je paran broj, relativno prost sa u.
Tada iz 16|/wu(v — u) (v + u) slijedi 16|w, paje w = 16k, k € N. Sada imamo:

p=ku(v—uw)(v+u)
Kako je p prostbrojiu+v>v —u,tojeu =1,k =1,v—u = 1. Odavde je:
u=1Lv=2,w=16,d=32,a=80,b=6ip =3.

Drugi slucaj: u + v, v —u su parni. Kako su u 1 v relativno prosti, to suz 1 v neparni. Tada
jeu+v=2m,v—u=2Yniw = 2%k, pri ¢emu su m, n, k neparni brojevi,ax,y € N,z €
N,. Tada imamo:

16p = 2**Y+*2yumnk

Kako su u, m,n, k neparni brojevi, tojex + y +z = 4 i p = 2**Y+*2~4ymnk. Kako je p prost
broj, to sutri od Cetiri brojau, m,n, k jednaki lilijex+y+z=5iu=m=n=k=1.

i. Nekajex+y+z=5iu=m=n=k=1Tadajep=2,ut+tv=2%v—-—u=
2Y iw = 2% Odavde je v =214+ 2Y~1 y = 2*¥"1 —2Y-1 Kako suu i v relativno
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prosti, to je tacno jedan od brojeva x —1 =0 1ili y—1 = 0. Kako je x > y, to je
y=1 Tada je 1=u=2""1—-1 . 21 =2, paje x=2. Tada je v=3,z=
2,w = 4. Odavde je a = 60 i b = 6. TraZena uredena trojka je (60,6, 2).

ii. Nekajem=n=k=1.Tadajeu+v=2%v—u=2Y, w=2%x+y+2z=4,
x >y = 1. 0davde je v = 2¥"1 + 2Y~1 y = 2¥"1 — 2¥-1 Kako su u i v neparni, te
x>y, tojey=1.Takoimamo u =2*"1—1,v=2¥14+1,v=24+uiw=23"7,
U ovom slucaju je p = u. Kako je p prost, to je x =3. Tadaje w=1l,u =3, v =
5,a = 85,b = 5. TraZena uredena trojka je (85,5, 3).

iii. Neka je m#1 i u=n=k=1 Tada je 1+v=2"mv—-1=2Y i w=2%
x+y+z=4 Odavdeje 1 =2*"1m —2Y"1, v =2Y"1 4 2* 1y, Kako je v neparan
broj, to je ta¢no jedan od brojeva x ili y jednak jedan.

- Nekajex=1.Tadajev=2Y"14+m m=1+2Y"1iw=237 Akojey =2,
onda je m=3, v=5 w=2, u=1d=10, a=130, b=15 p=m= 3.
TraZena uredena trojka je (130,15,3). Akoje y =3,ondajem =05, v=9, u=
1, w=1d=9 a=369, b=45 p=m=05. Trazena uredena trojka je
(369,45, 5).

- Nekajey=1.Tadaje 1=2*"1m —1, §. m = 227*. Ovo je nemoguce jer je m
neparan broj vec¢i od jedan.

iv. Neka je u=m=k =1 1 n neparan broj ve¢i od jedan. Tada je v =2 —1,v =
2Yn+1, w=2% x+y+z=4. Odavde je n =2*7Y — 217Y_ Dakle, y =1, pa je
n=2*1—-1 Kako je n =3, to je x =3. Tako imamo x =3,y =1,z=0,u=
lLLv=7w=1d=7,a=175b=21,p=n=3. Trazena uredena trojka je
(175,21, 3).

v. Nekaje u =m =n = 11ikneparanprostbroj (jerjek = p). Tadajev—1=2Y,v +
1 =2%w = 2%k. Odavde je 2* = 2Y + 2, tj. 2*~1 =2Y71 4+ 1, Dakle, y = 1. Tada
je 2*"1 =2 pajex =21z =1. Tako imamo u = 1,v = 3,w = 2k, pri ¢emu je k
neparan prost broj. Tada je a = 30k, b = 3k,p = k. Trazena uredena trojka je
(30k, 3k, k), gdje je k neparan prost broj.

Trazene trojke su (80,6,3) (60,6,2),(85,5,3), (130,15,3), (369,45,5),(175,21,3) i
(30k, 3k, k), pri ¢emu je k neparan prost broj.
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Zadatak 3. Neka je F' tacka presjeka visine CD i simetrale AE unutrasnjeg ugla pravouglog
trougla ABC (4ACB = 90°). Neka je G tacka presjeka duzi ED 1 BF. Dokazati da je povrSina
cetverougla CEFG jednaka povrsini trougla BDG.

RjeSenje:

BC-CD =BC-CF+ EC-CD.

Dalje povrsina trougla BCD je:

Kako je AE simetrala ugla trougla ABC i AF simetrala
ugla trougla ADC, to je

CE _AC
BE ~ AB’
DF _AD
CF ~ AC

S druge strane pravougli trouglovi ABC 1 ADC su sli¢ni,
paje

AC _AD
AB  AC
CE AD DF
Dakle, — = — = —, paje
BE AC  CF

CE -CF = BE - DF = (BC — EC)(DC — F(), .,

1 . 1 )
Pygcp = EBC CD - sin(#BCD) = 3 (BC-CF + EC-CD)sin(#BCD)
= Ppgcr + Pagcp (D

Budu¢i da vrijedi:

Prgcp = Perge + Pagec + Pasep + Pacor Pagcr = Pcrge + Pagec)

Papcp = Perge + Pacor

to uvrStavanjem u (1) dobijamo Ppggp = Pergi-
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Zadatak 4. Na univerzitetu ima 10 001 student. Neki studenti su formirali klubove (jedan
student moze biti ¢lan vise klubova). Neki klubovi su se grupirali u udruzenja (jedan klub
moze biti u vise udruzenja). Ukupno ima k udruzenja. Vrijede sljedeci uslovi:

1. Svaki par studenata pripada ta¢no jednom klubu.

1.  Za svakog studenta i1 svako udruzenje vrijedi da je taj student u ta¢no jednom

klubu tog udruzenja.
iii.  Svaki klub ima neparan broj studenata. Klub sa 2m + 1 studenata se nalazi u ta¢no

m udruZenja.
Odrediti sve moguce vrijednosti za k.
RjeSenje:

Uredenu trojku (a, K, U) ¢emo zvati prihvatljivom ako je a student, K klub a U udruzenje tako
daa€KiK€eU.

S jedne strane, za svakog studenta a i udruzenje U po uslovu ii. postoji tacno jedan klub K
takav da je trojka (a, K, U) prihvatljiva. Zbog toga imamo 10001k prihvatljivih trojki.

S druge strane, za svaki klub K neka |K| oznacava broj ¢lanova tog kluba. Po uslovu iii. K se
- K|(|K|-1
nalazi u ta¢no lKlTl udruzenja. Dakle, postoji tacno % prihvatljivih uredenih trojki sa
K kao drugom koordinatom. Neka je G skup svih klubova. Dakle, imamo
Z IKI(IK| —1)
2

Kea

prihvatljivih trojki. Po uslovu i. ovo je jednako broju parova studenata, tj. 10001 - 5000.
Zbog toga imamo:
IKI(K]-1)
10001k = — S = 10001 - 5000
KeG

Sto znaci da je k = 5000.



www.umtk.info

FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJE SKOLE
Sarajevo, 26.04.2015.

Cetvrti razred

Zadatak 1. Neka su a, b, c,d pozitivni realni brojevi za koje vrijedi jednakost a + b + ¢ +
d = 8. Dokazati da vrijedi nejednakost:

a b c d
3 *3 *3 t3 = 4
V8+b—-—d V8+c—a V8+d-b V8+a-c
Kada vrijedi jednakost?
RjeSenje:

Dijeljenjem date nejednakosti sa 4 dobijamo ekvivalentnu nejednakost:

a b c
+ + +
i/64(8 +b—-d) ?{/64(8 +c—a) i/64(8 +d-—b) 3{/64(8 +a-—c)

>1 (1)

b d
S 3 ¢ +3 +3 ¢ +3 >1
J/8-8(8+b—d) 3/8-88+c—a) 13/8-8(8+d—b) 3/8:-88+a—c)

Na osnovu A-G nejednakosti je:

8+8+8+b—d
3

>1/8-8(8+b—d)

o 1 __ 3
V/8-88+bh—d) 24+b—d

Na osnovu ove i analognih nejednakosti, imamo nejednakost:

a b c d

+ + +

V/8-8(8+b—d) /8:88+c—a) 3/8:8(8+d—-b) 3/8:-8(8+a-rc)
- 3a N 3b N 3c N 3d )
~24+b—-d 24+c—a 24+d-b 24+a-c (2)

Dokazat ¢emo sad nejednakost:

3a N 3b 4 3c N 3d -1
24+b—-—d 24+c—a 24+d-b 24+a-—c

3)

Na osnovu CBS nejednakosti sad imamo:
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3a 3b 3c 3d _
24+b—d 24+c—a 24+d—b 24+a-c
3a? 3b? 3c? 3d?
:a(24+b—d)+b(24+c—a)+c(24+d—b)+d(24+a—c)2
(a+b+c+d)?

—3'a(24+b—d)+b(24+c—a)+c(24+d—b)+d(24+a—c)
~ 3. 82 364
~24(a+b+c+d) 24-8

tj. nejednakost (3) je ta¢na. Sada iz (2) 1 (3) slijedi nejednakost (1), tj. data nejednakost.
Jednakost vrijedi akko je a = ¢, b = d.



www.umtk.info

Zadatak 2. Za dati prirodan broj n naéi sve parove uzajamno prostih prirodnih brojeva p i ¢,
takvih da je

p+q’=m+1p*+gq
RjeSenje:
Iz p+q®>=®*+1)p*+q (1,

imamodaje (M? + Dp?2 —p=q2—q=q(q—1) = plg(q — 1) . Posto je nzd(p,q) =
1=plq—1=q—-1=rp,reN (2)

Uvrstavanjem (2) u (1) dobijamo p + (rp+ 1)2 = (2 + Dp? +rp+ 1=

M+ 1p?—p=r?p’+2rp+1—-1rp—-1= N>+ Dp?> —p=r?p?’+rp=
M+p—-1=r!p+r=m0*+Dp—-r?p=r+1 (3)
=plr+1=r+1=pkk€N 4

Uvrstavanjem (4) u (3) imamo da je (n? + 1)p — (pk — 1)?p = pk =
n+1=@pk-1)2+k=>Mm0-pk+1)(n+pk—1)=k—1.

Akoje k> 1,tadan+pk—1lk—1=n+pk—-1<k—-1=n<k(l —p) <0,5stoje
kontradikcija. Dakle, k=1 =n*+1=(p—-1)>+1=>n=p—-1=p=n+1 (5

Iz(5)i(@)slijjedir+1=pk=Mn+1)-1=n+1=r=n (6)
1z(2),(5)i(6)slijedig—1=rp=n(n+1)=>qg=n*+n+1 (7)

Dokazimo jo$ da je nzd(p,q) = 1. Ako bi nzd (p, q) bio veéi od jedan, tada bi postojao prost
broj p, takav da p, |p ip;q. Onda slijedi:

pil(n + 1) ip | + n+1) = p;|n*=p;In.
Posto onda p,|nip,|(n+ 1) = p,|1, $to je kontradikcija. Dakle, nzd (p, q) = 1.

Za dati prirodan broj nje (p,q) = (n + 1,n*> + n + 1).



www.umtk.info

Zadatak 3. Neka su O i1 [ redom centri opisane i upisane kruznice trougla ABC. Neka upisana
kruznica dodiruje stranice BC,CA i AB redom u tatkama D,E 1 F. Prave FD 1 CA se sijeku u
tacki P, a prave DE 1 AB u tacki Q. Nadalje, neka su M 1 N redom sredista duzi PE i1 QF.
Dokazati daje O L MN.

RjeSenje:

Posmatrajmo trougao ABC 1 pravu PD. Na osnovu Menelajeve teoreme imamo:

CP AF BD _

PA FB DC _

Odavde je:

PA =CP - AF BD—CP AF—(PA b)—a
FB DC DC + c

pri ¢emu je a = BC,b =AC,c =AB i s = %(a + b + c). Bez gubitka opStosti mozemo

pretpostaviti da je a > c. Nadalje, imamo: PA = biS;a ) Sada imamo:
b(s —a 2(s —a)(s —
PE=PA+AE=¥+S_(1= ( )(s—c)
a—c a—c
1 s—a)(s —
ME=Lpp = E=DE =0
2 a-—c
paje:
s—a)(s—c s — a)?
ma = ME - aE = E 2 )_(_)_u

a—~c¢ c
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(s —a)? (s —c)?
MC=MA+AC=——+25s—a—Cc=———
a—c a—c
Dakle, MA- MC = ME?. To zna&i da je ME? jednako potenciji tatke M u odnosu na opisanu
kruznicu trougla ABC. Nadalje, ME je tangentna duz upisane kruznice trougla ABC, pa je
ME? takoder potencija tatke M u odnosu na upisanu kruznicu trougla ABC. To znaci da taka

M pripada radikalnoj osi opisane i upisane kruznice trougla ABC.

Na isti nacin se dokaze da i tacka N pripada radikalnoj osi ovih kruznica. Posto je radikalna
osa normalna na duz koja spaja centre kruznica, to je O L MN, sto je i trebalo dokazati.
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Zadatak 4. Neka je A = {1,2,3,...,2n — 1}. Iz skupa A je izbaceno najmanje n — 1 brojeva
tako da vrijedi:

a) ako jeizbaCenbroj a € A iako 2a € A, i 2a mora biti izbacen,;
b) ako suizbaceni brojevia,b € Aiakoa + b € A, 1 a + b mora biti izbacen.

Koji brojevi moraju biti izbaceni tako da suma brojeva koji su ostali u skupu bude
maksimalna?

RjeSenje:
Neka je S suma izbacenih brojeva. Dovoljno je na¢i minimalnu vrijednost od S (i brojeve za

koje se dostize). Neka su a; <a, <...< a, izbaCeni brojevi. Iz uslova zadatka vrijedi
p=n-—1.

Ako je a; =1, tada je izbaCen 1 2 =2-1pai3=1+2, 4=1+ 3,... Dobijamo da svi
brojevi moraju biti izbaceni, pa je suma izbacenih brojeva maksimalna, a suma brojeva koji su
ostali 0.

Neka je sada a; > 1. Primijetimo da je a; + a, = 2n, jer ako bi vrijedilo a; + a, < 2n —1,
broj a; + a, bi morao biti izbacen, ali on je veci od a, i poSto je a, najveci izbaceni broj
dolazimo do kontradikcije. Dokazimo da vrijedi i a, + a,_; = 2n. Primijetimo da je
a, + a,_; = a, (ako je a; + a,_; = 2n ovo svakako vrijedi, a ako je a; + a,_; <2n —1
ovaj broj mora biti izbacen pa je a; + a,_1 = ap, jer je jedini izbaCeni veci od a,_; broj ay).
Samim tim je a, + ay,_; >a; +a,_; = a, pa je a; +a,_1 = 2n (iz istih razloga kao i
prije).

Nastavljaju¢i ovako dolazimo do a,iq_;+a; =2n, za sve 1<i<p (Apsy1—; +a; >
Apy1-i T Aj—1 >...> Apyq-; + a1 > ap4q-;). Kada saberemo ove nejednakosti dobijamo

2S=(a;+a,) +(az+ap_1)+ -+ (a, +a,) =2np =2n(n - 1)
odnosno S = n(n — 1). Jednakost ¢e se dostizati ako i samo ako vrijedi:

Apy1-i T @, =2niay, =a; +a,_; =2a;+a,_, =... =pa;, pa imamo 2n =a; +a, =
(p + )a, = na, pa je a; <2. Ve¢ imamo da je a; >1 paje a; =2 i onda a; =2i i
p =n — 1. Tada je suma preostalih brojeva 1+ 3+...4+2n — 1 = n?, ve¢ smo vidjeli da u
ovom slu€aju izbaceni moraju biti svi parni brojevi koji pripadaju skupu.
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1. razred
Rank Ime Prezime 1 2 3 4 >
1 |[Dino Melunovié 7 7 7 7 28
1 |Amar Kurié 7 7 7 7 28
3 |Adnan Sabanovi¢ 1|71 71] 5] 20
3 |Milica bokic 7 0 7 6 20
5 |Muamer Paric¢ 1 0 7 7 15
6 [Imran Kova¢é 3 0 7 2 12
7 |Hana Ibrahimpasi¢ 4 0 7 1 12
8 [DZeneta Kudumovié 0 0 7 4 11
8 |Nedim Hastor 1 0 6 4 11
10 |Elma Nuhanovié 2 1 7 0 10
11 |Dinko Omeragic 1 0 7 1 9
11 |Admir Papic 2 0 7 0 9
13 |[Huso Hamzic¢ 0 0 7 0 7
13 (Luka Marijanovi¢ 0 0 7 0 7
15 ([Harun Alagic 1 0 0 3 4
16 |Adil Batalevié 1 0 0 2 3
16 |Salih Ibrahimovi¢ 2 1 0 0 3
16 |Emir Sabi¢ 110 1|1 3
19 |Muamer Gluhi¢ 1 0 0 1 2
19 |Nedim Kukuruzovié¢ 1 0 0 1 2
19 [Esma Karahodza 0 0 1 1 2
22 |Rabija Durakovi¢ 1 0 0 0 1
22 [Ismet Cosi¢ 1|10]01|oO0 1
22 |Adna Sesti¢ 110|0]oO 1
22 |Lejla Hrustic 1 0 0 0 1
22 ([Nikolina Kokor 0 0 0 1 1
22 |Munir Bajraktarevic¢ 1 0 0 0 1
28 [Amna Jusic 0 0 0 0 0
28 |Anela Manjura 0 0 0 0 0
28 [Erna Kovacevié 0 0 0 0 0
28 |Emina Meli¢ 0 0 0 0 0
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2. razred

Rank|Ime Prezime 1 2 3 4 >
1 |Adisa Boli¢ 5 6 7 7 25
2 |Emin Mrkonja 6 7 1 7 21
3 |Azur Ponlagic 3165 1 7 | 17.5
3 |[Ajdin Muharemovié 3 7 |05 7 |175
5 |Jasmin Vicentijevic¢ 2 7 0 7 16
5 [Adin Poli¢ 2 6 1 7 16
7 |Dzavid Brdar 7 7 0 0 14
8 |Amra Alihodzi¢ 6 7 0 0 13
9 [Aldin Adilovi¢ 0 7 0 3 10
10 |Adi Karakas 3 0 0 6 9
10 [Amela Tufo 0 6 0 3 9
12 |DZenan Devedzic¢ 1 7 0 0 8
12 |Edis Masié 3 3 0 2 8
12 (Harun Piri¢ 1 7 0 0 8
12 |Tarik Selimovié 0 6 2 0 8
16 |Emina Brkic 1 (65| 0 0] 7.5
17 |Ramiz Poli¢ 2 3 0 1 6
18 (Haris Gusic 5 0 0 0 5
19 |Elma HadZiavdagic¢ 0 1 0 3 4
19 (Miro Harbas 2 0 0 2 4
21 |Lejla Rizvanovié 2 1 0 0 3
21 (Lamija Vrnjak 0 1 0 2 3
21 |Sara Zaimovic 1 2 0 0 3
24 |Ajla Hamedovic 0 0 0 2 2
24 |Dalila Alibegovic 0 0 0 2 2
24 |Asida Cati¢ 1100 1] 2
27 |Lejla Smajlovié 1 0 0 0 1
27 |Ines Hamzakadic 0 1 0 0 1
27 |Nejra Cenanovi¢ ol1|l0]oO 1
30 |Dinno Koluh 0 0 0 0 0
30 [Selma Mujan 0 0 0 0 0
30 |Merima Cerani¢ olo|lo]|oO 0
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3. razred
Rank |Ime Prezime 1 2 3 4 3
1 (Zlatko Salko Lagumdazija 7 4 7 7 25
1 ([Neira Kurtovié 7 4 7 7 25
3 |Amila Sabljica 7 7 7 0] 21
3 |Adnan Gobelji¢ 7 7 7 0] 21
5 [Berin Spahovic 7 3 7 0 17
6 |Edna Salkic 2 0 7 0 9
7 |Almedin Selimovié 5 3 1 0 9
8 |Amar Kvaki¢ 0 0 7 0 7
9 |Hajrudin Jupié 3 0 1 0 4
9 |Amina Tankovié 3 0 1 0 4
11 |Anesa Rizvan 2 0 1 0 3
12 [Anela Durakovi¢ 1 0 1 0 2
12 |Sven Hrbenié 1 0 1 0 2
12 |Selma Cori¢ 1|10 1]o0]| 2
12 |lvan Jerkovié 1 1 0 0 2
12 (Belma Selimanovi¢ 1 0 1 0 2
12 |Amela Abdic 1 0 1 0 2
12 (Kanita Lemes 1 0 1 0 2
19 (lbrahim Mujici¢ 1 0 0 0 1
19 (Omar JaSarspahié 1 0 0 0 1
19 (Ajla Dizdarevic 1 0 0 0 1
19 ([Lamija Mlaco 1 0 0 0 1
19 |Munib Mesinovic 1 0 0 0 1
19 (Kenan Gazié 1 0 0 0 1
19 |Din Bostandzic¢ 1 0 0 0 1
19 (Vedad Spahié 1 0 0 0 1
19 (Lejla Hasimbegovic¢ 1 0 0 0 1
19 (Sadzid Dziho 1 0 0 0 1
19 |Albina Hasic 1 0 0 0 1
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4. razred
Rank |Ime Prezime 1 2 3 4 >
1 |Demir Papic 0| 0 7 7 14
1 |Emina Modrié 7 1 0 6 14
3 |[Adnan Kreho 6 6 1 0 13
4 |Mirza Arnaut 6 2 3 1 12
5 |[Ajla Nurkanovi¢ 1 7 0 1 9
5 |Mirza Krbezlija 0 7 0 2 9
7 |DZenana Puscul 1 3 0 4 8
8 |Faris Hambo 4 0 0 1 5
8 |Kemal Altwlkany 1 0 0 4 5
10 |Adis Cizmi¢ 110} 2] 4
10 |Nejra Mujezinovic¢ 2 1 0 1 4
12 |Melika Sigi¢ 1{1]l0]| 1] 3
13 |[Adis Hodzi¢ 0 0 0 2 2
13 ([Adnan Abdulahovié 1 1 0 0 2
13 [Muhamed Dedi¢ 0 1 0 1 2
13 (Rijad Pedljak 1 1 0 0 2
13 |Benjamin Covci¢ 1{o0|lo0]| 1] 2
13 |Tarik Ibrahimpasié 0 1 0 1 2
19 |Ajdin Nakicevic 0 0 0 1 1
19 [Edin Redzié 1 0 0 0 1
19 [Nermana Arnautovié 1 0 0 0 1
19 (Amar Halilovi¢ 1 0 0 0 1
19 (Senija Biogradlija 1 0 0 0 1
19 (Haris Kudi¢ 1 0 0 0 1
19 |Ajla Becic 1 0 0 0 1
19 (Amar Buri¢ 1 0 0 0 1
27 |Adil Karadza 0 0 0 0 0
27 |Alma Basic 0 0 0 0 0
27 |Mahira Tankic 0 0 0 0 0
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