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I razred

. Rijesiti nejednadzbu

1 S 1
3r+2 7 2z—-3
. U rombu ABCD ostri ugao je 60°. Date su tacke M na stranici AB i N na stranici BC', takve
da je M B| + |BN| = |AB|. Dokazati da je trougao AM N D jednakostranicni.

. Koliki je ostatak pri dijeljenju broja
9-99-...-99...99
—_—

2019 devetki
brojem 10007

. Neka za realne brojeve x,y,z (v # 1, y # 1, x # y) vrijedi jednakost

yz — x? :xz—y2
1—x 1—y
Dokazati da je tada
yz — x?
=2 =Tr+y-+=z.

. Na takmicenju je 200 ucenika rjesavalo 6 zadataka. Svaki zadatak je rijesilo bar 120 ucenika.
Dokazati da postoje dva ucenika takva da je svaki zadatak rijesio bar jedan od njih.
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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II razred

. Za koje vrijednosti realnog parametra k su oba rjesenja jednadzbe
(k—1)2* —2kx + (k+3) =0

pozitivna?

. Odrediti racionalne brojeve p i ¢ takve da vrijedi jednakost

2V/3-3=yp— V4.

. Neka je @) proizvoljna tacka stranice BC' jednakostranicnog trougla AABC. Ako duz AQ
produzimo do presjeka P s kruznicom opisanom oko tog trougla, dokazati da je
1 1 1
+ = :
|PB| ~ [PC] |PQ)

. Odrediti prirodne brojeve x1, xs, . .. Togo2 takve da vrijedi

o]+ x5+ .+ X5 = 2019.

. Na tabli su napisani brojevi 0, 1, v/2. U jednom koraku dozvoljeno je dodati jednom od tih bro-
jeva razliku druga dva pomnozenu nekim racionalnim brojem. Mogu li se ovakvim operacijama
dobiti brojevi 0, 2, v/27?
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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ITI razred

. Rijesiti nejednadzbu
1 1

— < 1.
logoz  logyx —1

. Odrediti vrijednost a € [0,27] za koje je kvadratni trinom y = (2cosa — 1)2° — 2z + cosa
negativan za svako x € R.

. Dokazati da ako visine h,, hy i h. i poluprecnik r upisane kruznice nekog trougla zadovoljavaju
jednakost h, + hy + h. = 97, onda je taj trougao jednakostrani¢ni.

. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednadzbu
321‘71 o 2171 — y2.
. Dato je 2n razlic¢itih tacaka u ravni, od kojih nikoje 3 nisu kolinearne. Medu njima je n crvenih

i n plavih. Dokazati da se moze povuci n duzi, svaka sa po jednim crvenim i jednim plavim
krajem, tako da nikoje dvije nemaju zajednickih tacaka.
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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IV razred

. Mogu li tri broja (uzeti u istom poretku) istovremeno ¢initi i aritmeticki i geometrijski niz?

. Cetverougao JABCD je tetivni ¢etverougao. Prave AB i CD sijeku se u tacki E, a prave
AD i BC u tacki F. Tangente na kruznicu opisanu oko ¢etverougla JABCD iz tacaka F i F
dodiruju kruznicu, redom, u tackama G i H. Ako je a = |GE|, b= |HF| i ¢ = |EF|, dokazati
da je

a’ +b* = 2.
. Dokazati da za a, b, c > 1 vrijedi nejednakost
24t a? + 2 a® + b?

+c
log — +1 1 > 3.
98a b+c T 08 a+c +log, a+b —

. Neka je broj 2" + n? prost, n > 2. Dokazati da je tada broj n — 3 djeljiv sa 6.

. U pocetku su na tabli ispisani brojevi 1,2,...,2019. U jednom koraku je dozvoljeno zamijeniti
neka dva broja a i b brojem ab + a + b. Da li je moguée na ovaj naé¢in dobiti 22920 — 17
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Rujesiti nejednadzbu
1 1

>
3r+2 7 2x—3

2 3
Rjesenje. DP:x # —3 N x # 3 Uz ovaj uvjet vrijedi:
1 1 1 1 2z — 3 — (3z + 2)
> & — >0 & =0
3x+2~ 2x—3  3x+2 2r-3 (3x +2)(2z — 3)
—x—5 5
* >0 /- (-1) & s <0.

54
(3x +2)(2x — 3) (3x + 2)(2x — 3)
Ako uzmemo da je A=x+5, B=3x+ 21 C = 2z — 3, odgovarajuca tablica izgleda ovako:

2 3
x —00 ) 3 5 +0o0
A - o]l + [+ + 1+ -
B — — - 0 + + +
C - - - - 0 +
A/BC - 0 + |[ND| — |ND +
23
R:x € (—o0,—5U <—§, §>

Zadatak 2. U rombu ABCD ostri ugao je 60°. Date su tacke M na stranici AB i N na stranici
BC, takve da je |[MB|+ |BN| = |AB|. Dokazati da je trougao AMND jednakostranicéni.

Rjesenje.

Po uslovu zadatka je

def

IMB| +|BN| = |AB| ¥ a. (%)

Odavde slijedi da je
)
|CN|=|BC|—|BN| = a— (\AB\ — |MB|) =|MB| = |CN|=|MB|. (%x)
Trouglovi AABD i ABCD su jednakostranicni, tako da vrijedi

|AB| = |AD| = |BD| = |BC| =|CD| =a jer je <BAD = 60°. (% % *)
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Uocimo da su trouglovi AMBD i ANCD podudarni (pravilo SUS) jer je

(x+) = |[ON| = [MB],
(xx%) = |BD|=|CD|,
<MBD = <NCD,

odakle slijedi |MD| = |ND| i <MDB = <NDC ¥

<IBDN = 60° — ¢, pa je

. Kako je ABCD jednakostranicni, to je

IMDN = <MDB + <BDN = ¢+ 60° — ¢ = 60°.
Dakle, trougao AM N D jednakostranicni, $to je i trebalo pokazati.
Zadatak 3. Koliki je ostatak pri dijeljenju broja

9-99-...-99...99
—_—

2019 devetki

brojem 1000 ¢
Rjesenje. Mozemo primijetiti da je

999 = 9999 = ... =99...99 = —1 (mod 1000).
—

2019 cifara

To je ukupno 2019 — 2 = 2017 brojeva i njihov proizvod je kongruentan sa
(—=1)*' = —1 (mod 1000).
Prema tome, za dati proizvod vrijedi
9:99-999-...-99...99=9-99 - (—1) = =891 = 109 (mod 1000).
Trezeni ostatak je 109.
Zadatak 4. Neka za realne brojeve x,y,z (x # 1, y # 1, © # y) vrijedi jednakost

yz—xz_xz—yQ

l—2z  1—y '
Dokazati da je tada

yz — x>

1—2z

=r+y+z.



Rjesenje. Pod navedenim uvjetima za z, y i z vrijedi

2 2
Yyz —x rz —y 2 2
T T (yz—27)(1—y) = (zz —y")(1 — z)

= yz—$2—y22—|—:172y:xz—y2—x2z—l—xy2
=14 yz—y2z—x2+x2z:x2—m2y—y2+my2
& 2y—y—o+a®) = (@ —y)x+y) —aylr—y)
& e g)aty-1=-pety-m) [ i@y 20
S zle+y—1)=z+y—uzy
S y=xrx+y—xy—xrz2+=2
S -’ =x+ty—ay—v2+2—2°
S yr—P=v+tytz—zl@t+y+=2)
s yr—at=(z+y+2)(1-2)
& yz— o —z4y+ 2
11—z

Zadatak 5. Na takmicenju je 200 ucenika rjesavalo 6 zadataka. Svaki zadatak je rijesilo bar 120
ucentka. Dokazati da postoje dva ucenika takva da je svaki zadatak rijesio bar jedan od njih.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, da za svaka dva ucenika postoji zadatak koji nijedan od njih
nije rijesio. Brojimo trojke (uq, us, z) ucenika uy, uy koji nisu rijesili zadatak z.

S jedne strane, ovakvih trojki ima bar onoliko koliko ima parova ucenika, dakle 200 - 199 = 39800. S
druge, za svaki zadatak z, postoji najvise 80 ucenika koji ga nisu rijesili, dakle najvise 80 - 79 trojki.
To ukupno daje najvise 6 - 80 - 79 = 37920 trojki, i to je kontradikcija.



IT razred

Zadatak 1. Za koje vrijednosti realnog parametra k su oba rjesenja jednadzbe
(k—1)a2* —2kx+ (k+3) =0
pozitivna?

Rjesenje. Uocimo prvo da vrijedi

kE+v3 -2k

R |

EIR{(:)(?)—%EOAk:—l;&O)(:)(17&k5§g3&0). (1)

Dalje ima da je pozitivnost oba rjesenja jednadzbe (z; >0 A x5 > 0) zadovoljena ako vrijedi

(xl-x2:g>0/\x1+x2:k2—_kl>0) & ke (—o0,—3)U(1,+00). (2)

Iz (1) i (2) dobijamo trazenu vrijednost parametra k:
3

Zadatak 2. Odrediti racionalne brojeve p i q takve da vrijedi jednakost

23 —3=9p— V4.

RjesSenje.
\/2\/5—3:\/\/3-(2—\/3):\/\/3-4_72\/3:\/?-(\/5—1)2:(\/5—1)~ \/75
27 3

=
- P= 4=

Zadatak 3. Neka je QQ proizvoljna tacka stranice BC' jednakostranicnog trougla ANABC. Ako duZ
AQ produzimo do presjeka P s kruznicom opisanom oko tog trougla, dokazati da je

R S
[PB|  |PC| [PQI

Rjesenje. Posto je po uslovu zadatka trougao AABC jednakostranican, onda je « = § = v = 60°,
pasuid =/ =060°1ec=~=060°kao periferijski uglovi nad istim kruznim lukom.



Duz CP produzimo preko tacke P i onda je 6 + ¢ 4+ ¢ = 180°, pa zakljucujemo da je ¢ = 60°.
Na ovom produzetku odredimo tacku D tako da trougao APDDB bude jednakostrani¢ni. Kako je
0= =0 =060°1kako je ugao <BC'D zajednicki ugao trouglova ABCD i AQCP, to su oni sli¢ni,
pa je

= = = PN = .
|PQI[PCl T |PQ) |PC |PQ)| |PC|
L1
PQl 1PBI T TPCT

|\DB|  |CD]| |\DB|  |PC|+ |PD| \DB| . |PD|

Ako podijelimo ovu jednakost sa |BD| = |DP| = |BP|, dobija se

Zadatak 4. Odrediti prirodne brojeve x1,xs, ... Tagge takve da vrijedi

Rjesenje. Nekajexi=2o=...=xp =11xp1 > 2, ..., T2 > 2. Tada je

Thoq+ .o X0 > (2002 — k) - 4,
pa je
2019 > k + (2002 — k) - 4 Yoo+ 00
2019 > 8008 — 4k + k N k2+:1996,33... i LeN.
2019 > 8008 — 3k

Dakle, k£ > 1997.

—1997
1997 + T3ggs + - - - + To0e = 2019

~
5 brojeva

Tioos T - - - + Tag0e = 2019 — 1997 = 22.
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Ocigledno je da vrijednost svakog od ovih 5 brojeva mora biti manja od 5. Neka je medu njima a
jedinica, b dvojki, ¢ trojki i d ¢etvorki. Tada,
a+b+c+d=5>5
l-a+4-04+9-c+16-d = 22.

Oduzimanjem dobijamo

3b+ 8¢+ 15d =22 — 5 = 17,
3b+ 15d = 17 — 8c,

pa 17 — 8c mora biti djeljivo sa 3, a to je ispunjeno samo za ¢ = 1. Tada je

3b+15d=17—-8=9
= b+5d=3 = d=0,0b=3.

Dalje je
a=5—b—c—d=5-3-1-0=1.

Prema tome,

T1 =Ty = ...T1998 = 1,
T1999 = T2000 = L2001 = 2,

T2002 = 3.

Rjesenje date jednadzbe je bilo koja permutacija skupa {1, 1,...,1,2,2,2, 3}, gdje ima tac¢no 1998
jedinica, 3 dvojke i jedna trojka.

Zadatak 5. Na tabli su napisani brojevi 0,1,+/2. U jednom koraku dozvoljeno je dodati jednom od
tih brojeva razliku druga dva pomnozZenu nekim racionalnim brojem. Mogu li se ovakvim operacijama
dobiti brojevi 0,2, /22

Rjesenje. Svaki broj koji se dobija ovim operacijama moze se predstaviti u obliku a + bv/2 za
neke a,b € Q, i to na jedinstven nacin. Pridruzimo takvom broju tacku (a,b) u koordinatnoj ravni.
Tako u svakom trenutku brojevima na tabli odgovaraju tri tacke u ravni koje odreduju neki trougao.
Navedena operacija pomijera jedno tjeme trougla paralelno naspramnoj stranici. Zaista, neka u ravni
imamo tacke A(aq,b1), B(ag, by) i C(as, b3), gdje su a;,b; € Q zai=1,2,3.

. C(a.’n b3)

B(ab b2)

11



Tacke A, B i C' odgovaraju brojevima a; + biv'2, as + bov/2 i as + bsv/2 redom. Sabiranje brojeva
oblika a4+ bv/2 u potpunosti odgovara sabiranju uredenih parova. Pretpostavimo da broju as + b3v/2
zelimo dodati razliku brojeva a;+b1v/21 as +b2ﬁ, pomnozenu racionalnim brojem ¢q. U koordinatnoj
ravni, ovim korakom dolazimo do tacke D(Eig, bg)I

(@3, bs) 2 ¢+ (a1, b1) — (az, by)).

Medutim, vektor ¢ - ((al, b1) — (as, bz)) je paralelan duzi AB, tako da ¢e se tacka C' ovom operacijom
pomjeriti do tacke D paralelno duzi AB. Uo¢imo da trouglovi AABC' i AABD imaju zajednicku
stranicu AB i istu visinu na stranicu AB. To znac¢i da se povrsina trougla, kojeg obrazuju tacke u

1
ravni, nikad ne mijenja, te ostaje jednaka 27 kolika je bila u pocetku (brojevima 0, 1 i v/2 odgova-

1
raju redom tacke (0,0), (1,0) i (0,1), koji ¢ine trougao povrsine 5) Medutim, brojevima 0,2, v/2

odgovaraju tacke (0,0), (2,0) i (0, 1), koje obrazuju trougao povrsine 1, pa je odgovor na postavljeno
pitanje u zadatku negativan.
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I1T razred

Zadatak 1. Rijesiti nejednadzbu
1 1

- <1
logox  logyx —1

Rjesenje. DP: (x>0 Alogyz #0 Alogyx #1),tj. DP: (x>0 A x#1 A x+#2), odnosno

DP: z€{0,1)U(1,2) U(2,+00). (3)

Koristeéi formulu log, z = (sto je dozvoljeno zbog (3)) data nejednadzba je ekvivalentna sa

log, 2

T

log, 2

2
el o log:. 2 —log,2+1
1 —log, 2 1 —log, 2
Kako je t* —t + 1 > 0, za svako t € R (¢t = log,2), jasno, iz posljednje nejednakosti, slijedi
1—-1log,2>0«1log, 2<1

a) = € (0,1), tada je 2 > x, odnosno

log, 2 — > 0.

ze(0,1), (4)
b) x € (1,2) U (2,+00), tada je 2 < x, odnosno

x € (2, +00) . (5)

Rjesenje date nejednadzbe je unija skupova (4) i (5), tj.
R:z€(0,1)U (2 +00).

Zadatak 2. Odrediti vrijednost a € [0, 27| za koje je kvadratni trinom y = (2 cos a— 1)x2 —2x+cos
negativan za svako r € R.

Rjesenje. Prema uvjetima zadatka mora biti
a=2cosa—1<0 1 D=4—4cosa- (QCosa—l) < 0.

Dakle,

1 5
2cosa—1<0<:>cosa<§<:>%<a<§, (1)

1
4—4cosa-(QCosa—1) <0 & —2cos’a+cosa+l<0 < (cosoz<—§ V cosa>1)

(2)
1 21 47
<:>COSC¥<—§<:>—<OJ<—.

3 3
Iz (1) i (2) (kao presjek rjesenja) dobijamo trazenu vrijednost za a:

27 o< 47
— < a< —.
3 3

Zadatak 3. Dokazati da ako visine h,, hy © he © poluprecnik r upisane kruZnice mekog trougla
zadovoljavaju jednakost hy + hy + he = 9r, onda je taj trougao jednakostranicni.
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Rjesenje. Koristimo poznate formule za izracunavanje povrsine trougla:

1 1 b
P=—ahy N P=cr-(a+b+c) = ha:z-(a—l—b%—c) & hg=r1- 1+-+5).
2 2 a a a

b
Analogno se dobija da je hy =1 - (% +1+ g) ihe=r- (E + -+ 1). Saberemo ove tri jednakosti,
c c

dobijamo
a

b

pa iz uslova zadatka da je zbir visina jednak 9r slijedi da je

b b
hfuw+m:r.@+ +—+9+f+—+9),
a ¢ a ¢ b

a b a ¢ b c
BT I Iy 1
b+a+c+a+c+b ()

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine, zbir svakog pozitivnog broja i
njegove reciprocne vrijednosti nije manji od 2, pa slijedi da je

a b a c b ¢
>2 = (34 )+(G+5)+(Z+7) 26

b a c a c b
gdje jednakost vrijedi ako i samo ako su taj broj i njegova recipro¢na vrijednost medusobno jednaki.
Prema tome, da bi jednakost (1) bila moguca, mora biti

>92 S 4 >0

- > 2, +
c a

Q|

a+ a c b
b c

SO

b b
2:_/\9:5/\_:5 = (a:b/\b:c/\a:c) & a=b=c.
b a c a c b

Zadatak 4. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednadzbu

321’—1 - 2([—1 — y2.

Rjesenje.
(a) Za x = 1: 2 =y, tj. nema rjeSenja.
(b) Zax=2:25=9y> = y=45 = (2,5) je rjesenje.
(¢) Za x > 3 lijeva strana jednadzbe je
3.9 =2 =3 (9" —1) — 2"+ 3.

Uocimo da 4 | 277! (za x > 3 je 2! djeljivo sa 4, tj. ima faktor 237! = 22 = 4). Takoder, 4
dijeli 971 — 1, tj. 4 | 9! — 1. Naime,

9=1(mod4) = 9" '=1""1=1(mod 4) = 9" ' —1=1""1-1=0 (mod 4),

pa
3-(9"1=1) =21 +3=0—-0+3 (mod 4).

Medutim, nemoguce je da bude y* = 3 (mod 4), pa za x > 3 nema rjesenja.
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Dakle, jedino rjesenje date jednadzbe je par (2,5).

Zadatak 5. Dato je 2n razlicitih tacaka u ravni, od kojih nikoje 3 nisu kolinearne. Medu njima
je n crvenih i n plavih. Dokazati da se mozZe povuéi n duZi, svaka sa po jednim crvenim i jednim
plavim krajem, tako da nikoje dvije nemaju zajednickih tacaka.

Rjesenje. Bududi da je dato konacno mnogo tacaka, mozemo samo na konac¢no mnogo nacina
povudi duzi tako da svaka duz ima jedan crveni i jedan plavi kraj. Od svih nacina, odaberimo onaj
Ciji je zbir duzina svih duzi najmanji. Tvrdimo da se u tom slucaju nikoje dvije duzi ne sijeku,
odnosno da ovaj nacin spajanja zadovoljava sve uvjete zadatka.

Pretpostavimo suprotno, tj. da se, na primjer duzi AB i A’B’ sijeku (A i A’ su crvene, a B i B’ su
plave tacke).

A B AF LB

A . ATy .

Neka je C presjecna tacka datih duzi. Tada se duzi AB’ i A’B ne sijeku, te obje ove duzi imaju jedan
crveni i jedan plavi kraj. No, zbir duzina duzi AB" i A’B je manji od zbira duzi AB i A’B’. Zaista,
iz trougla AACB’ slijedi

|AB'| < |AC| + |CB/|. (%)

Iz trougla A’C' B slijedi
|A'B| < |A'C| + |CB. (xx)

Sabiranjem ovih nejednakosti, dobijamo
|AB'| + |A'B| < (JAC| + |CB'|) + (|JA'C| + |CB)
= (JAC| +|CBJ) + (JA'C| + |CB'|) = |AB| + |A'B'|.
Ukoliko uklonimo duzi AB i A’B’, te umjesto njih dodamo A’'B i AB’, svaka duz ¢ée ponovo imati
po jedan crveni i jedan plavi kraj, no ukupna duzina svih duzi ¢e se smanjiti. Kontradikcija sa

pretpostavkom da je zbir duzina svih duzi minimalan.
Ovim smo pokazali da se nikoje dvije duzi ne sijeku.
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IV razred

Zadatak 1. Mogu li tri broja (uzeti u istom poretku) istovremeno ciniti i aritmeticki i geometrijski
niz?

Rjesenje. Neka su ti brojevi a, bi c. Prema uvjetima zadatka vrijedi: b*> = aci2b = a+c. Odavde
je

2

(a+c)?=4b=4dac & >+ =2ac & (a—c)’=0 & a=c.

Iz a = cslijedi a = b =c.

Odgovor: Mogucée je samo kada su sva tri broja medusobno jednaka.

Zadatak 2. Cetverougao JABCD je tetivni éetverougao. Prave AB i CD sijeku se u tacki E, a
prave AD i BC u tacki F'. Tangente na kruznicu opisanu oko cetverougla JABCD iz tacaka E i F
dodiruju kruznicu, redom, u tackama G i H. Ako je a = |GE|, b= |HF| i c= |EF|, dokazati da je

a® + b =2

Rjesenje. Oznacimo ugao kod vrha A u ¢etverouglu JABCD sa «, a ugao kod D sa 3, kao na
slici.

F_.

Ugao kod vrha B je f/ = 180° — /3, a ugao kod vrha C' = o’/ = 180° — «, zbog tetivnosti ¢etverougla.

Iz trougla ACDF slijedi da je ugao <DFC = 180° — o' — 8 = a — 3. Iz AAED slijedi da je

<AED = 180° — (a+ ). Na osnovu potencije tacke u odnosu na kruznicu dobijamo
a* = |EG|* = |EC| - |ED|

1
V2 = |HF|> = |AF| - |FD|. @
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Primjenjujuci kosinusnu teoremu na AEF D imamo
¢ = |FD|* + |ED|> —2-|FD|-|ED]| - cos . (2)

Ako upotrijebimo sinusnu teoremu na trouglove AADE i AFCD redom, imamo

i in (180° — i i
|AD| _ sm<‘1AED _ sin ( | (a+p)) _ sm(fx + 5) AD| = sm(fx +8) \ED
|ED| sin o sin o sin o sin o (3)
|CD| _ smfIDFC' _ ‘Sln(Oé —5) _ sm(g —5) ~ oDl = sm('oz - B) FD|
|FD| sin o/ sin (180° — «v) sin o sin «

Na osnovu (1),
a*+ > =|EC|-|ED| + |AF| - |FD| = (|[ED| - |CD|) - |[ED| + (|FD| — |AD|) - |FD|
— |[ED|* +|FDJ> — |CD| - |[ED| — |FD|-|AD)|

©) |ED|2_|_|FD|2_SIH(_Q—_B).|FD|.|ED’_SH1(?‘—+B).|FD|.’ED|
sin «v sin «v

_|EDP 4 |FDf — |FD| - |ED| . 3001 — cosasiTp + sinacos § + cosersin g

sin o
— |ED|> + |FD|> =2 |FD| - |ED| - cos 8 2 &,
Sto je i trebalo dokazati.
Zadatak 3. Dokazati da za a,b,c > 1 vrijedi nejednakost
2, 2 2 2 2 12
+c a”+c a“+b
log, — +1 1 > 3.
8a b+c +log a+c log.

a+b —

Rjesenje. Uocimo sljedece:

P+t b
AL e IR S )
b+c a
¥+ _b+c b+ _ (b+e)? V+c _b+ec
ili K> A > > > :
(11—@2—2@2—4(:’6“—2
b
—;—c> be (A >QG),
pa je
b? + a? + a® + b
> Vb >/ > Vab.
btec =09 Taxe =V Taqp =V
Zbog toga je
242 1
log,, b e Zlogavbc:5-(1ogab—|—1ogac),
a? + c? 1
log, s zlogb\/ac:§~(logba—|—logbc),
2 12
+b 1
log, > > log,. Va :§‘(logca+logcb).
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Sada je

1 1
ab+c+0gb G+C+0gca

+b
: [(logab—i— log, a) + (logac+logca) + (logbc—klogc b)]
L
2

>—
O,
g _2

- (log, b + log, c + log, a + log, ¢ + log, a + log, b)

1
2

A>G

24/ log, b -log, a+24/log, c - log,a+2+/log, c - log, b
=1 =1 =1

_%-(2+2+2)_3,

Sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 4. Neka je broj 2" + n? prost, n > 2. Dokazati da je tada broj n — 3 djeljiv sa 6.

Rjesenje. Neka je 2" + n? prost broj, n > 2. Ako bi n bio paran broj, onda 22 + n? bi bio djeljiv
sa 4, dakle slozen broj. Zato je n neparan broj. Kako je

2 —{—n2:(2 —|—1)+(n2—1): 1 -3+(n2—1):2_—(_1)-3+(n2—1)
=3 (2" =224 2" — 4+ )+ (n—1)(n+1).

prost broj, to broj (n — 1)(n + 1) nije djeljiv sa 3. Ovo je ispunjeno kad je n djeljiv sa 3. Kako je n
neparan broj, to je n — 3 paran broj.
S obzirom da je n djeljiv sa 3, to je i broj n — 3 djeljiv sa 3. Dakle, 2 | n—313 | n— 3, te vrijedi

6 | n—3.

Zadatak 5. U pocetku su na tabli ispisani brojevi 1,2,...,2019. U jednom koraku je dozvoljeno
1zbrisatt neka dva broja a i b 1 zatim napisati broj ab+ a +b. Da li je moguée na ovaj nacin da u
jednom trenutku na tabli bude napisan broj 22920 — 172

Rjesenje. Proizvod sljedbenika brojeva napisanih na tabli u pocetku je
2-3-...-2020 = 2020

Brisanjem bilo koja dva broja a,b € {1,2,...,2019} i zamjenom jednim brojem ab + a + b, imamo
da proizvod sljedbenika brojeva a i b, tj. (a + 1)(b+ 1), jednak je sljedbeniku broja ab + a + b (tj.
broja koji ih zamijeni), tj.

(a+1)(b+1)=(ab+a+0b)+ 1.
To znaci da je uvijek na tabli situacija s brojevima takva da je proizvod njihovih sljedbenika nepro-
mijenjen i iznosi 2020!. Ako u jednom trenutku dobijemo broj 220?° —1, to znaci da njegov sljedbenik
22020 djjeli 2020!, $to nije taéno.
Napomena: Najveta potencija broja 2 koja dijeli 2020! je

_|2020|  |2020]  |2020]  [2020]
P=173 A T 1024 2048 | T
~——_————

=0

=10104+5054+252+ 126 + 63+ 31+ 15+ 7+ 3+ 1 = 2013,
tako da 22020 ne moze dijeliti 2020!.
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