
PEDAGO�KI ZAVOD TUZLA
u saradnji s

UDRU�ENJEM MATEMATI�ARA TUZLANSKOG KANTONA

Takmi£enje u£enika srednjih ²kola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE

Tuzla, 23. mart/oºujak 2024. godine

I razred

1. Uve¢a li se neki dvocifreni broj za devetostruku cifru jedinica, dobije se broj 70. Ako se taj
dvocifreni broj umanji za 27, dobije se broj sastavljen od istih cifara. Koji je to broj?

2. Dokazati da izraz (
b− c

a
+

c− a

b
+

a− b

c

)
·
(

a

b− c
+

b

c− a
+

a

a− b

)
ima cjelobrojnu vrijednost ako je a+ b+ c = 0. Koju?

3. �etverougao ABCD je kvadrat, a E sredina stranice AD. Odrediti odnos povr²ina datog kruga
i kvadrata.

4. Odrediti £etverocifreni broj abcd koji ispunjava uslove

cda− abc = 297 i a+ b+ c = 23.

5. �etiri prijatelja odlu£ila su jedne sedmice po¢i u 5 bioskopa (kina) svojega grada, u kojima
predstave po£inju u 9, 11, 13, 15, 17, 19 i 21 sat. Na svaku predstavu dva prijatelja i²la su u
jedan bioskop, a druga dvojica u drugi bioskop. Kasno nave£er se pokazalo da je svaki od njih
bio u 5 bioskopa. Dokazati da u svakom od bioskopa bar na jednoj predstavi tog dana nije bio
niko od prijatelja.

********************************************************
Svaki ta£no ura�en zadatak boduje se sa 10 bodova.

Izrada zadataka traje 210 minuta.
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II razred

1. Dokazati da izraz (
6 + 4

√
2

√
2 +

√
6 + 4

√
2
+

6− 4
√
2

√
2−

√
6− 4

√
2

)2

ima cjelobrojnu vrijednost. Koju?

2. Odrediti a ∈ R tako da rje²enja jednadºbe a(x2 − 1) + 4x = 5 budu razli£iti realni brojevi ve¢i
od 1.

3. �etverougao ABCD je kvadrat za koji vrijedi da je |AE| = 2, |EB| = 8 i |AF | = 4. Odrediti
povr²inu □AEGF .

4. Na¢i sve parove cijelih brojeva a i b za koje vrijedi

7a+ 14b = 5a2 + 5ab+ 5b2.

5. �vorovi beskona£ne kvadratne mreºe su obojeni plavom, zelenom i crvenom bojom. Dokazati
da postoje dvije vertikalne i dvije horizontalne linije koje grade pravougaonik £ija su sva tjemena
iste boje.

********************************************************
Svaki ta£no ura�en zadatak boduje se sa 10 bodova.

Izrada zadataka traje 210 minuta.
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PEDAGO�KI ZAVOD TUZLA
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Takmi£enje u£enika srednjih ²kola Tuzlanskog kantona
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Tuzla, 23. mart/oºujak 2024. godine

III razred

1. Neka su a, b, c, d realni brojevi takvi da vrijede jednakosti

2 cos a+ 6 cos b+ 7 cos c+ 9 cos d = 0,

2 sin a− 6 sin b+ 7 sin c− 9 sin d = 0.

Ako je cos(b+ c) ̸= 0, dokazati da je vrijednost izraza
cos(a+ d)

cos(b+ c)
racionalan broj izme�u 2 i 3.

Koji je to broj?

2. Rije²iti sistem nejednadºbi

x · log0.5(x2 + 3x) + log3 9
x > 0

x+ 4 >
2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0.25 3
.

3. Dat je △ABC i ta£ka D na stranici BC. Neka je α1 = ∡DAB i α2 = ∡CAD. Dokazati da
vrijedi

sin(α1 + α2)

|AD|
=

sinα1

|AC|
+

sinα2

|AB|
.

4. Odrediti sve trojke a, b, c prirodnih brojeva za koje vaºi 10a + 2b = 2024c.

5. Pokazati da je za bilo koje disjunktne podskupove A, B i C skupa {1, 2, 3, . . . , 3n}, sa istim
brojem elemenata n, mogu¢e odabrati po jedan broj iz svakog od njih, tako da je jedan broj
me�u odabrana tri broja jednak sumi preostala dva odabrana broja.

********************************************************
Svaki ta£no ura�en zadatak boduje se sa 10 bodova.

Izrada zadataka traje 210 minuta.
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PEDAGO�KI ZAVOD TUZLA
u saradnji s

UDRU�ENJEM MATEMATI�ARA TUZLANSKOG KANTONA

Takmi£enje u£enika srednjih ²kola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE

Tuzla, 23. mart/oºujak 2024. godine

IV razred

1. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 vaºi nejednadºba

2! · 4! · · · · · (2n)! > ((n+ 1)!)n .

2. Neka su a i b realni brojevi ve¢i od 1 takvi da su brojevi logb a, log2b(2a) i log4b(4a) u tom
poretku uzastopni £lanovi aritmeti£kog niza. Dokazati da su brojevi a i b jednaki.

3. Ta£ka T je teºi²te trougla △ABC, a ta£ka D je sredina stranice BC. Ako je duºina stran-
ice jednakostrani£nog trougla △BDT jednaka 2cm, odrediti duºine stranica trougla △ABC i
polupre£nik opisane kruºnice oko trougla △ABC.

4. Odrediti sve £lanove niza an = 32n−1−2n−1 koji predstavljaju potpune kvadrate nekog prirodnog
broja.

5. Ta£ka P se nalazi unutar konveksnog 2n-tougla A1, A2, . . . A2n. Pokazati da unutra²njost bar
jedne stranice nema presjek ni sa jednom pravom PAi, i ∈ {1, 2, . . . , 2n}, gdje unutra²njost
stranice podrazumijeva stranicu bez krajnjih ta£aka (vrhova).

********************************************************
Svaki ta£no ura�en zadatak boduje se sa 10 bodova.

Izrada zadataka traje 210 minuta.
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RJE�ENJA ZADATAKA
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I razred

Zadatak 1. Uve¢a li se neki dvocifreni broj za devetostruku cifru jedinica, dobije se broj 70. Ako
se taj dvocifreni broj umanji za 27, dobije se broj sastavljen od istih cifara. Koji je to broj?

Rje²enje.
Neka je traºeni broj 10x+ y. Prema uvjetima zadatka imamo sistem

(10x+ y) + 9y = 70

(10x+ y)− 27 = 10y + x

10x+ 10y = 70

9x− 9y = 27

x+ y = 7

x− y = 3

x = 7− y

7− y − y = 3

x = 7− y

−2y = −4

x = 7− y

y = 2 ⇒ x = 5

Dakle, traºeni broj je 52.

Zadatak 2. Dokazati da izraz(
b− c

a
+

c− a

b
+

a− b

c

)
·
(

a

b− c
+

b

c− a
+

a

a− b

)
ima cjelobrojnu vrijednost ako je a+ b+ c = 0. Koju?

Rje²enje.
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(
b− c

a
+

c− a

b
+

a− b

c

)
·
(

a

b− c
+

b

c− a
+

a

a− b

)
=

bc(b− c) + ac(c− a) + ab(a− b)

abc
· a(a− b)(c− a) + b(b− c)(a− b) + c(b− c)(c− a)

(b− c)(c− a)(a− b)

=
b2c− bc2 + ac2 − a2c+ a2b− ab2

abc
· a(ac− a2 − bc+ ab) + b(ab− b2 − ac+ bc) + c(bc− ab− c2 + ac)

(b− c)(c− a)(a− b)

=
b2c− bc2 + ac2 − a2c+ a2b− ab2

abc
· a

2c− a3 − abc+ a2b+ ab2 − b3 − abc+ b2c+ bc2 − abc− c3 + ac2

(bc− ab− c2 + ac)(a− b)

=
b2c− bc2 + ac2 − a2c+ a2b− ab2

abc
· a

2c+ a2b+ ab2 + cb2 + bc2 + ac2 − (a3 + b3 + c3)− 3abc

abc− b2c− a2b+ ab2 − ac2 + bc2 + a2c− abc

=
b2c− bc2 + ac2 − a2c+ a2b− ab2

abc
· a

2c+ a2b+ ab2 + cb2 + bc2 + ac2 − (a3 + b3 + c3)− 3abc

−(b2c− bc2 + ac2 − a2c+ a2b− ab2)

=
a2c+ a2b+ ab2 + cb2 + bc2 + ac2 − (a3 + b3 + c3)− 3abc

−abc

=
a2c+ a2b+ ab2 + cb2 + bc2 + ac2 − (a+ b+ c)(a2 + 2ab+ b2 − ac− bc+ c2) + 3a2b+ 3ab2 − 3abc

−abc

=
a2c+ a2b+ ab2 + cb2 + bc2 + ac2 + 3a2b+ 3ab2 − 3abc

−abc

=
(4a2b+ 4ab2 + 4abc) + (abc+ b2c+ bc2) + (a2c+ abc+ ac2)− 9abc

−abc

=
4abc(a+ b+ c) + bc(a+ b+ c) + ac(a+ b+ c)− 9abc

−abc

=
−9abc

−abc
= 9

Zadatak 3. �etverougao ABCD je kvadrat, a E sredina stranice AD. Odrediti odnos povr²ina
datog kruga i kvadrata.

Rje²enje.
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Primjenom Pitagorine teoreme na △CDE dobijemo da je

|CE| =
√

a2 +
a2

4
=

√
5a2

4
=

a
√
5

2
.

Primjenimo ponovo Pitagorinu teoremu na △CFI da bismo dobili

|FI| =
√

r2 − a2

4
.

Ako Pitagorinu teoremu primjenimo na trougao △CEI imamo da je

|CE|2 = |EI|2 + |CI|2

|CE|2 = (|EF |+ |FI|)2 + |CI|2

5a2

4
=

(
r +

√
r2 − a2

4

)2

+
a2

4
.

(
r +

√
r2 − a2

4

)2

= a2

r +

√
r2 − a2

4
= a√

r2 − a2

4
= a− r

r2 − a2

4
= (a− r)2

r2 − a2

4
= a2 − 2ar + r2

2ar =
5a2

4

2r =
5a

4

r =
5a

8
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Sada moºemo izra£inati povr²inu kruga i povr²inu kvadrata.

P◦ = r2π =
25a2

64
π

P□ = a2

Traºeni odnos povr²ina je

P◦

P□
=

25a2

64
π

a2
=

25π

64
.

Zadatak 4. Odrediti £etverocifreni broj abcd koji ispunjava uslove

cda− abc = 297 i a+ b+ c = 23.

Rje²enje.
Iz uslova cda− abc = 297 imamo

100c+ 10d+ a− 100a− 10b− c = 297

⇔ 99c− 99a+ 10d− 10b = 297

odnosno
99(c− a) + 10(d− b) = 3 · 99.

Dakle, 10(d− b) mora biti djeljivo sa 99, a to je mogu¢e samo ako je d− b = 0, odnosno d = b.

99(c− a) = 3 · 99
⇔ c− a = 3

⇔ c = 3 + a

Iz drugog uslova izrazimo b kao b = 23− c− a, te uvrstimo c = 3 + a.

b = 23− 3− a− a

⇔ b = 20− 2a

⇔ b = 2(10− a)

Kako je b = 2(10 − a) i b ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}, mora vrijediti da je 10 − a ≤ 4, odnosno a ≥ 6. Zbog
c = a + 3 i c ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}, vrijedi da je a ≤ 6. Dakle, imamo da istovremeno vrijedi a ≤ 6 i
a ≥ 6, odnosno a = 6. Slijedi da je b = 2(10 − 6) = 8, c = a + 3 = 9 i d = b = 8. Traºeni broj je
6898.

Zadatak 5. �etiri prijatelja odlu£ila su jedne sedmice po¢i u 5 bioskopa (kina) svojega grada, u
kojima predstave po£inju u 9, 11, 13, 15, 17, 19 i 21 sat. Na svaku predstavu dva prijatelja i²la su
u jedan bioskop, a druga dvojica u drugi bioskop. Kasno nave£er se pokazalo da je svaki od njih bio
u 5 bioskopa. Dokazati da u svakom od bioskopa bar na jednoj predstavi tog dana nije bio niko od
prijatelja.

Rje²enje. Prijatelji su bili ukupno na 2 · 7 = 14 predstava. Da su u jednom bioskopu bili na svih
7 predstava, u ostala 4 bioskopa bi bili na 7 predstava, a to zna£i da bi bar u jednom bioskopu bila
samo jedna grupa (na osnovu Dirihleovog principa). Neko od tih prijatelja ne bi bio ni na jednoj
predstavi u tom bioskupu, ²to je suprotno pretpostavci zadatka. Slijedi da ne moºemo imati bioskop
gdje su prisustvovali na svih 7 predstava, ²to je trebalo i pokazati.
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II razred

Zadatak 1. Dokazati da izraz(
6 + 4

√
2

√
2 +

√
6 + 4

√
2
+

6− 4
√
2

√
2−

√
6− 4

√
2

)2

ima cjelobrojnu vrijednost. Koju?

Rje²enje.

I na£in:

Uo£imo da vrijedi:√
6 + 4

√
2 =

√
4 + 4

√
2 + 2 =

√(
2 +

√
2
)2

= |2 +
√
2| = 2 +

√
2

√
6− 4

√
2 =

√
4− 4

√
2 + 2 =

√(
2−

√
2
)2

= |2−
√
2| = 2−

√
2.

Uvr²tavanjem dobivenih jednakosti u po£etni izraz odredimo njegovu vrijednost.

(
6 + 4

√
2

√
2 +

√
6 + 4

√
2
+

6− 4
√
2

√
2−

√
6− 4

√
2

)2

=

(
6 + 4

√
2√

2 + 2 +
√
2
+

6− 4
√
2√

2− (2−
√
2)

)2

=

(
6 + 4

√
2

2
√
2 + 2

· 2
√
2− 2

2
√
2− 2

+
6− 4

√
2

2
√
2− 2

· 2
√
2 + 2

2
√
2 + 2

)2

=

(
12
√
2 + 16− 12− 8

√
2

(2
√
2)2 − 22

+
12
√
2− 16 + 12− 8

√
2

(2
√
2)2 − 22

)2

=

(
4
√
2 + 4

4
+

4
√
2− 4

4

)2

=
(√

2 + 1 +
√
2− 1

)2
= (2

√
2)2 = 8
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II na£in:

(
6 + 4

√
2

√
2 +

√
6 + 4

√
2
+

6− 4
√
2

√
2−

√
6− 4

√
2

)2

=

(
6 + 4

√
2√

2 + 2 +
√
2
+

6− 4
√
2√

2− (2−
√
2)

)2

=

(
6 + 4

√
2

2
√
2 + 2

+
6− 4

√
2

2
√
2− 2

)2

=

(
3 + 2

√
2√

2 + 1
+

3− 2
√
2√

2− 1

)2

=

(
3 + 2

√
2√

2 + 1

)2

+ 2 · 3 + 2
√
2√

2 + 1
· 3− 2

√
2√

2− 1
+

(
3− 2

√
2√

2− 1

)2

=
9 + 12

√
2 + 8

2 + 2
√
2 + 1

+ 2 · 9− 8

2− 1
+

9− 12
√
2 + 8

2− 2
√
2 + 1

= 2 +
17 + 12

√
2

3 + 2
√
2

+
17− 12

√
2

3− 2
√
2

= 2 +
(17 + 12

√
2)(3− 2

√
2) + (17− 12

√
2)(3 + 2

√
2)

(3 + 2
√
2)(3− 2

√
2)

= 2 +
51 + 36

√
2− 36

√
2− 48 + 51− 36

√
2 + 36

√
2− 48

9− 8

= 2 +
102− 96

1
= 2 + 6 = 8

III na£in:

(
6 + 4

√
2

√
2 +

√
6 + 4

√
2
+

6− 4
√
2

√
2−

√
6− 4

√
2

)2

=

(
6 + 4

√
2√

2 + 2 +
√
2
+

6− 4
√
2√

2− (2−
√
2)

)2

=

(
6 + 4

√
2

2
√
2 + 2

+
6− 4

√
2

2
√
2− 2

)2

=

(
3 + 2

√
2√

2 + 1
+

3− 2
√
2√

2− 1

)2

=

(
(3 + 2

√
2)(

√
2− 1) + (3− 2

√
2)(

√
2 + 1)

(
√
2 + 1)(

√
2− 1)

)2

=

(
3
√
2− 3 + 4− 2

√
2 + 3

√
2 + 3− 4− 2

√
2

2− 1

)2

=
(
2
√
2
)2

= 8

Zadatak 2. Odrediti a ∈ R tako da rje²enja jednadºbe a(x2 − 1) + 4x = 5 budu razli£iti realni
brojevi ve¢i od 1.

11



Rje²enje.
I na£in
Data jednadºba je ekvivalentna jednadºbi ax2 + 4x− a− 5 = 0. Kako bi navedena jednadºba imala
dva razli£ita realna rje²enja, mora vrijediti

D = b2 − 4ac = 16− 4a(−a− 5) = 16 + 20a+ 4a2 > 0 i a ̸= 0,

to jest a ∈ (−∞,−4) ∪ (−1, 0) ∪ (0,+∞). Prema uvjetu zadatka, za rje²enja x1 i x2 mora vrijediti
x1 > 1 i x2 > 1, odnosno t1 = x1 − 1 > 0 i t2 = x2 − 1 > 0. Dva realna broja su pozitivna ako su im
i proizvod i zbir pozitivni brojevi.

1. uvjet: t1 · t2 > 0

(x1 − 1) · (x2 − 1) > 0

x1 · x2 − x1 − x2 + 1 > 0

c

a
−
(
− b

a

)
+ 1 > 0

−a− 5

a
+

4

a
+ 1 =

−a− 5 + 4 + a

a
=

−1

a
> 0

Rje²avanjem nejednadºbe dobivamo rje²enje prvog uvjeta a ∈ (−∞, 0).

2. uvjet: t1 + t2 > 0

x1 − 1 + x2 − 1 > 0

x1 + x2 − 2 = − b

a
− 2 = −4

a
− 2 =

−4− 2a

a
> 0

Rje²avanjem nejednadºbe dobijemo rje²enje drugog uvjeta a ∈ (−2, 0).

Kona£no rje²enje je presjek svih uvjeta a ∈ (−1, 0).

II na£in
Data jednadºba je ekvivalentna jednadºbi ax2 + 4x− a− 5 = 0. Kako bi navedena jednadºba imala
dva razli£ita realna rje²enja, mora vrijediti

D = b2 − 4ac = 16− 4a(−a− 5) = 16 + 20a+ 4a2 > 0 i a ̸= 0,

to jest a ∈ (−∞,−4) ∪ (−1, 0) ∪ (0,+∞).
Rje²enja x1 i x2 jednadºbe ax2 + 4x− a− 5 glase

x1,2 =
−4±

√
16− 4a(−a− 5)

2a
=

−4±
√
16 + 4a2 + 20a

2a
=

−4± 2
√
a2 + 5a+ 4

2a
.

Vrijedi da je x1,2 =
−2±

√
a2 + 5a+ 4

a
.

Prema uvjetu zadatka vrijedi x1 =
−2 +

√
a2 + 5a+ 4

a
> 1 i x2 =

−2−
√
a2 + 5a+ 4

a
> 1.
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1. slu£aj: a ∈ (−∞,−4) ∪ (−1, 0).
−2 +

√
a2 + 5a+ 4

a
> 1/ · a

−2−
√
a2 + 5a+ 4

a
> 1/ · a{

−2 +
√
a2 + 5a+ 4 < a

−2−
√
a2 + 5a+ 4 < a{√

a2 + 5a+ 4 < a+ 2√
a2 + 5a+ 4 > −a− 2

Ako je a ∈ (−∞,−4), vrijedi da je a+ 2 < 0 pa prva nejednadºba, a time i cijeli sistem nema
rje²enja.
Ako je a ∈ (−1, 0), nejednakost

√
a2 + 5a+ 4 > −a − 2 uvijek vrijedi pa je rje²enje sistema

nejednadºbi jednako rje²enju prve nejednadºbe u sistemu.
√
a2 + 5a+ 4 < a+ 2/2

a2 + 5a+ 4 < a2 + 4a+ 4

a < 0

Rje²enje nejednadºbe je a ∈ (−∞, 0). Uzmemo li u obzir i uvjet a ∈ (−1, 0), rje²enje ovoga
slu£aja glasi a ∈ (−1, 0).

2. slu£aj a ∈ (0,+∞).
−2 +

√
a2 + 5a+ 4

a
> 1/ · a

−2−
√
a2 + 5a+ 4

a
> 1/ · a{

−2 +
√
a2 + 5a+ 4 > a

−2−
√
a2 + 5a+ 4 > a{√

a2 + 5a+ 4 > a+ 2√
a2 + 5a+ 4 < −a− 2

Kako je u ovom slu£aju a ∈ (0,+∞), vrijedi da je −a− 2 < 0 pa druga nejednadºba, a time i
cijeli sistem, nema rje²enja.

Kona£no, jednadºba ima dva rje²enja ve¢a od 1 kada je a ∈ (−1, 0).

Zadatak 3. �etverougao ABCD je kvadrat za koji vrijedi da je |AE| = 2, |EB| = 8 i |AF | = 4.
Odrediti povr²inu □AEGF .
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Rje²enje.

Iz sli£nosti trouglova △BCE ∼ △EHG slijedi da je

10

h
=

8

x

⇔ x =
8h

10
=

4h

5
.

Iz sli£nosti trouglova △ABF ∼ △BGH slijedi da je

4

h
=

10

y

⇔ y =
10h

4
=

5h

2
.
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Vrijedi da je x+ y = 8.

x+ y = 8

⇔ 4h

5
+

5h

2
= 8/ · 10

⇔ 8h+ 25h = 80

⇔ 33h = 80

⇔ h =
80

33

Vrijedi da je

P△ABF =
10 · 4
2

= 20

i

P△BGE =
8 · 80

33
2

=
4 · 80
33

=
320

33
.

Sada imamo da je

PAEGF = P△ABF − P△BGE = 20− 320

33
=

340

33
.

Zadatak 4. Na¢i sve parove cijelih brojeva a i b za koje vrijedi

7a+ 14b = 5a2 + 5ab+ 5b2.

Rje²enje.

Zapi²imo jednadºbu kao kvadratnu jednadºbu po nepoznatoj b.

5b2 + (5a− 14)b+ 5a2 − 7a = 0

Rje²enja ove jednadºbe su

b1,2 =
14− 5a±

√
(5a− 14)2 − 20(5a2 − 7a)

10

⇔ b1,2 =
14− 5a±

√
196− 75a2

10
.

Da bi rje²enja bila realna, mora vrijediti 196− 75a2 ≥ 0 odnosno a2 ≤ 196

75
. Dakle,

− 14

5
√
3
≤ a ≤ 14

5
√
3
.

Kako a mora biti cijeli broj, slijedi da je a ∈ {−1, 0, 1}. Uvr²tavanjem ovih vrijednosti u izraz za b1,2
imamo sljede¢e slu£ajeve:

1. Za a = −1 je b1 = 3 i b2 ̸= Z.

2. Za a = 0 je b1 ̸= Z i b2 = 0.
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3. Za a = 1 je b1 = 2 i b2 ̸= Z.

Dakle, rje²enja jednadºbe su ure�eni parovi (−1, 3), (0, 0), (1, 2).

Zadatak 5. �vorovi beskona£ne kvadratne mreºe su obojeni plavom, zelenom i crvenom bojom.
Dokazati da postoje dvije vertikalne i dvije horizontalne linije koje grade pravougaonik £ija su sva
tjemena iste boje.

Rje²enje.

Kako imamo 3 boje, ponavljanja jedne boje na jednoj horizontalnoj liniji ¢e se desiti ako uzmemo 4
ta£ke. Iz tog razloga posmatrajmo 4 proizvoljne vertikalne linije i n proizvoljnih horizontalnih linija.
Posmatraju¢i ta£ke koje su presjeci tih vertikalnih i horizontalnih linija, na svakoj horizontalnoj liniji
imamo bar 2 ta£ke koje imaju istu boju (Dirihleov princip). Ignori²u¢i ponavljanja boja poslije prva
dva sa lijeva, sljede¢e su mogu¢nosti za ponavljanja (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4) (tj. prva i
druga ta£ka, prva i tre¢a ta£ka...). Imamo ih ²est, ako uzmemo u obzir da imamo tri boje, tada ih
sveukupno imamo 18. Ako uzmemo n = 19 horizontalnih linija i kako imamo 18 opcija, zaklju£ujemo
na osnovu Dirihleovog principa da dvije horizontalne linije imaju ista (prva) ponavljanja boja. Te
ta£ke nam daju traºeni pravougaonik.
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III razred

Zadatak 1. Neka su a, b, c, d realni brojevi takvi da vrijede jednakosti

2 cos a+ 6 cos b+ 7 cos c+ 9 cos d = 0,

2 sin a− 6 sin b+ 7 sin c− 9 sin d = 0.

Ako je cos(b+ c) ̸= 0, dokazati da je vrijednost izraza
cos(a+ d)

cos(b+ c)
racionalan broj izme�u 2 i 3. Koji

je to broj?

Rje²enje.

Zapi²imo dane jednakosti u obliku

2 cos a+ 9 cos d = −6 cos b− 7 cos c,

2 sin a− 9 sin d = 6 sin b− 7 sin c

i kvadrirajmo ih. Dobit ¢emo

4 cos2 a+ 36 cos a cos d+ 81 cos2 d = 36 cos2 b+ 84 cos b cos c+ 49 cos2 c,

4 sin2 a− 36 sin a sin d+ 81 sin2 d = 36 sin2 b− 84 sin b sin c+ 49 sin2 c.

Zbrajanjem i kori²tenjem identiteta sin2 x+ cos2 x = 1 (za x = a, b, c, d) dobivamo

4 + 81 + 36(cos a cos d− sin a sin d) = 36 + 49 + 84(cos b cos c− sin b sin c),

⇔ 3(cos a cos d− sin a sin d) = 7(cos b cos c− sin b sin c),

²to primjenom adicionih formula za kosinus prelazi u

3 cos(a+ d) = 7 cos(b+ c), tj.
cos(a+ d)

cos(b+ c)
=

7

3
.

Zadatak 2. Rije²iti sistem nejednadºbi

x · log0.5(x2 + 3x) + log3 9
x > 0

x+ 4 >
2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0.25 3
.

Rje²enje.

Uslov da je prvi logaritam de�nisan je x2 + 3x > 0, odnosno, x ∈ (−∞,−3) ∪ (0,+∞).
Prvu nejednadºbu moºemo napisati u obliku

x
(
log0.5(x

2 + 3x) + 2
)
> 0.

Proizvod dva broja je pozitivan ukoliko su oba broja pozitivni ili oba broja negativni, odakle dobijamo
dva sistema sa po dvije nejednadºbe:(

x > 0, log0.5(x
2 + 3x) + 2 > 0

)
∨

(
x < 0, log0.5(x

2 + 3x) + 2 < 0
)
.
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Nejednadºba se moºe transformisati na sljede¢i na£in

log0.5(x
2 + 3x) + 2 > 0

⇔ log0.5(x
2 + 3x) > −2,

pa kad se oslobodimo logaritma (zbog 0.5 < 1 mijenja se znak!), dobijamo kvadratnu nejednadºbu

x2 + 3x− 4 < 0,

koja ima rje²enje x ∈ (−4, 1). Rje²enje prvog sistema, tj. sistema nejednadºbi (x > 0, log0.5(x
2 +

3x) + 2 > 0), je x ∈ (0, 1). Sli£no,

log0.5(x
2 + 3x) + 2 < 0

⇔ log0.5(x
2 + 3x) < −2,

pa kad se oslobodimo logaritma, dobijamo kvadratnu nejednadºbu

x2 + 3x− 4 > 0,

koja ima rje²enje x ∈ (−∞,−4) ∪ (1,+∞). Rje²enje drugog sistema, tj. sistema nejednadºbi (x <
0, log0.5(x

2 + 3x) + 2 < 0), je x ∈ (−∞,−4).
Kona£no, spajanjem rje²enja ova dva sistema dobijamo da je rje²enje prve logaritamske nejednadºbe

x ∈ (−∞,−4) ∪ (0, 1).

Sre�ivanjem izraza u drugoj nejednadºbi polaznog sistema dobijamo da je

2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0.25 3
=

log2 9− 3
log2 45

log2 8
log2 75

log2 4
+

log2 3

log2 0.25

=
log2 9− log2 45

log2 75

2
− log2 3

2

=
2 log2

9

45

log2
75

3

=
log2 25

−1

log2 25
= −1

te se ova nejednadºba svodi na
x+ 4 > −1

i ona ima rje²enje x > −5. Ukupno rje²enje dobijamo kao presjek ova dva rje²enja i de�nicionog
podru£ja x ∈ (−5,−4) ∪ (0, 1).

Zadatak 3. Dat je △ABC i ta£ka D na stranici BC. Neka je α1 = ∡DAB i α2 = ∡CAD.
Dokazati da vrijedi

sin(α1 + α2)

|AD|
=

sinα1

|AC|
+

sinα2

|AB|
.

Rje²enje.
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Neka je ∡BDA = δ. Tada imamo da je ∡ADC = 180◦ − δ i sin δ = sin(180◦ − δ). Primjenom
sinusne teoreme imamo

sinα1

|BD|
=

sin δ

|AB|
i

sinα2

|DC|
=

sin δ

|AC|
.

Vrijedi

sinα1

|AC|
+

sinα2

|AB|
=

sinα1

|BD|
· |BD|
|AC|

+
sinα2

|DC|
· |DC|
|AB|

=
sin δ

|AB|
· |BD|
|AC|

+
sin δ

|AC|
· |DC|
|AB|

=
sin δ

|AB| · |AC|
(|BD|+ |DC|) = sin δ

|AB| · |AC|
· |BC|

Dalje, primjenom sinusne teoreme imamo

sin β

|AD|
=

sin δ

|AB|
i

sin β

|AC|
=

sinα

|BC|
.

Dakle,

sinα1

|AC|
+

sinα2

|AB|
=

sin δ

|AB| · |AC|
· |BC|

=
sin δ

|AB|
· |BC|
|AC|

=
sin β

|AD|
· |BC|
|AC|

=
sin β

|AC|
· |BC|
|AD|

=
sinα

|BC|
· |BC|
|AD|

=
sinα

|AD|
=

sin(α1 + α2)

|AD|
.

Zadatak 4. Odrediti sve trojke a, b, c prirodnih brojeva za koje vaºi 10a + 2b = 2024c.

Rje²enje.

Kad posmatramo jednadºbu po modulu 3 vidimo da c mora biti neparan broj. Naime, ako bi c bio
paran, tj. c = 2k, k ∈ N, onda bi vrijedilo

2b = 20242k − 10a ≡ 22k − 1a ≡ 4k − 1 ≡ 1− 1 ≡ 0 (mod 3)

²to nije mogu¢e. Ozna£imo L = 10a + 2b, D = 2024c. Razmotrimo sljede¢e slu£ajeve:
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a) Neka je a > b. Tada 2b||L i 23c||D, te je b = 3c. (Napomena: Oznaka ak||b zna£i da ak|b, ali
ak+1 ∤ b.) Sada je L ≡ 1 + 8c (mod 9), a D ≡ 8c (mod 9) i kako je L = D, dobijamo 1 ≡ 0
(mod 9) ²to je kontradikcija.

b) Neka je a = b. Kako je L = 2a(5a+1) i 5a+1 ≡ 1+1 ≡ 2 (mod 4) to 2a+1||L. Sa druge strane
23c||D, te je a + 1 = 3c. Me�utim sada je 2024c = 10a + 2a < 2 · 10a < 2 · 103c = 2 · 1000c, pa

je 2 <
2024

1000
≤
(
2024

1000

)c

< 2. Ovo je kontradikcija.

c) Neka je a < b. Tada 2a||L i 23c||D te je a = 3c. Skra¢ivanjem jednadºbe sa 23c dobijamo
53c + 2b−3c = 253c, odnosno 2b−3c = 253c − 125c. Sada bi za c > 1 vaºilo

2b−3c = 253c − 125c = (253− 125)
(
253c−1 + 253c−2 · 125 + · · ·+ 125c−1

)
.

Broj u drugoj zagradi na desnoj strani predstavlja zbir neparno mnogo neparnih brojeva (ima
c sabiraka, a c je neparan broj), pa je to neparan broj ve¢i od 1 koji dijeli 2b−3c. Ovo je
kontradikcija.
Za c = 1 imamo

2b−3 = 253− 125 = 128,

pa vrijedi da je b = 10. Sada za c = 1 i b = 10 nalazimo

10a = 20241 − 210 = 2024− 1024 = 1000,

te imamo da je a = 3.

Zaklju£ujemo da je jedino rje²enje jednadºbe (a, b, c) = (3, 10, 1).

Zadatak 5. Pokazati da je za bilo koje disjunktne podskupove A, B i C skupa {1, 2, 3, . . . , 3n},
sa istim brojem elemenata n, mogu¢e odabrati po jedan broj iz svakog od njih, tako da je jedan broj
me�u odabrana tri broja jednak sumi preostala dva odabrana broja.

Rje²enje.

Uvijek moºemo uzeti da 1 ∈ A. Neka je k ∈ N takav da {1, 2, 3, . . . , k − 1} ⊂ A i moºemo uzeti
da k ∈ B (k koji je odre�en na ovakav na£in je jedinstven). Pretpostavimo da za proizvoljnu trojku
(a, b, c) ∈ A×B×C ne vrijedi niti a+b = c, a+c = b i c+b = a. Za c ∈ C jasno je da c−1 /∈ B, jer
u suprotnom trojka (1, c− 1, c) ne bi zadovoljavala pretpostavku zadatka. Ako bi vrijedilo c − 1 ∈ A
za proizvoljan c ∈ C, kako vrijedi 1 ∈ A, 2 /∈ C, moralo bi biti |A| > |C| (tj. broj elemenata skupa
A je ve¢i od broja elemenata skupa C) ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom |A| = |B| = |C| = n.
Dakle, mora postojati takav c ∈ C tako da c − 1 /∈ A (barem jedan), a mi ¢emo pretpostaviti da je
c najmanji takav broj. Posmatraju¢i trojke (c − k, k, c) i (k − 1, c − k, c − 1), vidimo da c − k /∈ A
i c − k /∈ B, pa c − k ∈ C, ali kako je c − k < c, mora biti c − k − 1 ∈ A. Ali u tom slu£aju
(c− k− 1, k, c− 1) zadovoljava uslov, ²to je u kontradikciji sa na²om pretpostavkom. Slijedi da mora
postojati (a, b, c) ∈ A×B × C tako da je a+ b = c ili a+ c = b ili a+ b = c.

20



IV razred

Zadatak 1. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 vaºi nejednadºba

2! · 4! · · · · · (2n)! > ((n+ 1)!)n .

Rje²enje.

Nejednadºbu dokazujemo matemati£kom indukcijom.

1. (baza indukcije) Za n = 2 vrijedi 2! · 4! > (3!)2, tj. 48 > 36, dakle nejednadºba vaºi.

2. (induktivna hipoteza) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neko n tj. 2!·4!·· · ··(2n)! > ((n+1)!)n.

3. Dokaºimo da vrijedi i za n+1, tj. da vrijedi 2! ·4! · · · · ·(2(n+1))! > ((n+2)!)n+1. Posmatrajmo
lijevu stranu:

2! · 4! · · · · · (2(n+ 1))! = 2! · 4! · · · · · (2n)! · (2n+ 2)!

= 2! · 4! · · · · · (2n)!︸ ︷︷ ︸
((n+1)!)n

·(2n+ 2)!

>i.h. ((n+ 1)!)n · (2n+ 2)!

= ((n+ 1)!)n · (2n+ 2) · (2n+ 1) · 2n · · · · · (n+ 2) · (n+ 1)!

= ((n+ 1)!)n+1 · (2n+ 2) · (2n+ 1) · 2n · (n+ 2)︸ ︷︷ ︸
ovdje imamo ukupno 2n+2-(n+2)+1=n+1 faktora

> ((n+ 1)!)n+1 · (n+ 2)n+1 = ((n+ 2)!)n+1

²to je i trebalo dokazati.

Zadatak 2. Neka su a i b realni brojevi ve¢i od 1 takvi da su brojevi logb a, log2b(2a) i log4b(4a) u
tom poretku uzastopni £lanovi aritmeti£kog niza. Dokazati da su brojevi a i b jednaki.

Rje²enje.

�injenicu da logb a, log2b(2a) i log4b(4a) £ine aritmeti£ki niz moºemo zapisati kao

log2b(2a) =
1

2
(logb a+ log4b(4a)) .

Kako vrijedi logx y =
log2 y

log2 x
, dalje imamo

2 · log2(2a)
log2(2b)

=
log2 a

log2 b
+

log2(4a)

log2(4b)

⇔ 2 · 1 + log2 a

1 + log2 b
=

log2 a

log2 b
+

2 + log2 a

2 + log2 b
.

Radi jednostavnijeg zapisa uvedimo supstituciju A = log2 a, B = log2 b. Tada je

2 · 1 + A

1 +B
=

A

B
+

2 + A

2 +B
.
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Pomnoºimo tu jednakost s B(1 +B)(2 +B) i sredimo.

2B(2 +B)(1 + A) = A(1 +B)(2 +B) + (2 + A)B(1 +B),

4B + 4AB + 2B2 + 2AB2 = 2A+ 2AB + AB + AB2 + 2B + 2B2 + AB + AB2.

Kona£no dobivamo A = B, tj. log2 a = log2 b, pa je a = b, ²to je i trebalo dokazati.

Zadatak 3. Ta£ka T je teºi²te trougla △ABC, a ta£ka D je sredina stranice BC. Ako je duºina
stranice jednakostrani£nog trougla △BDT jednaka 2cm, odrediti duºine stranica trougla △ABC i
polupre£nik opisane kruºnice oko trougla △ABC.

Rje²enje.

Imamo da je |BC| = 2 · |BD| = 2 · 2cm = 4cm, odnosno a = 4cm. Kako je T teºi²te, slijedi da je

|TD| = 1

3
|AD|

⇔ |AD| = 3|TD| = 3 · 2cm = 6cm

Trougao △BDT je jednakostrani£ni, te vrijedi ∡BDT = 60◦, odnosno ∡ADC = 120◦. Primjenimo
kosinusni teorem na trougao △BDA.

|AB|2 = |BD|2 + |AD|2 − 2 · |BD| · |AD| · cos∡BDA

= 4 + 36− 2 · 2 · 6 · cos 60◦

= 40− 2 · 2 · 6 · 1
2
= 40− 12 = 28

⇒ c = 2
√
7cm

Primjenimo kosinusni teorem na trougao △DCA.

|AC|2 = |DC|2 + |AD|2 − 2 · |DC| · |AD| · cos∡ADC

= 4 + 36− 2 · 2 · 6 · cos 120◦

= 40 + 12 = 52

⇒ b = 2
√
13cm

Polupre£nik opisane kruºnice oko △ABC je

R =
abc

4P△ABC

.
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Tako�er imamo da je
P△ABC = P△ABD + P△ADC .

Trouglovi △ABD i △ADC imaju osnovnice jednake duºine, jer je |BD| = |DC|. Visine trouglova
△ABD i △ADC na navedene osnovice su jednake, pa su im povr²ine jednake. Slijedi da je

P△ABC = 2 · P△DCA

= 2
1

2
· |CD| · |AD| sin 120◦ = 2 · 6

√
3

2
= 6

√
3cm2.

Sada je

R =
abc

4P

=
4 · 2

√
13 · 2

√
7

4 · 6
√
3

=
2
√
91

3
√
3

·
√
3√
3

=
2
√
273

9
cm.

Zadatak 4. Odrediti sve £lanove niza an = 32n−1 − 2n−1 koji predstavljaju potpune kvadrate nekog
prirodnog broja.

Rje²enje.

Moºemo neposrednim ra£unanjem na¢i a1 = 2, a2 = 25, a3 = 239. Od ovih brojeva samo je a2 = 25
potpuni kvadrat od 5. Za preostale £lanove niza je n ≥ 4 i vrijedi

an = 32n−1 − 2n−1

= 3 · 32n−2 − 23 · 2n−4

= 3 · 9n−1 − 8 · 2n−4

= 3 · (8 + 1)n−1 − 8 · 2n−4.

Ovo su neparni brojevi koji pri dijeljenju sa 8 daju ostatak 3. Ti brojevi ne mogu biti potpuni kvadrati
jer kvadrat neparnog broja pri dijeljenju sa 8 daje ostatak 1.

(2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1

= 4k(k + 1) + 1

= 8t+ 1 (jer je k(k + 1) djeljiv sa 2)

Prema tome jedino je 2. £lan niza a2 = 25 potpun kvadrat.

Zadatak 5. Ta£ka P se nalazi unutar konveksnog 2n-tougla A1, A2, . . . A2n. Pokazati da unutra²n-
jost bar jedne stranice nema presjek ni sa jednom pravom PAi, i ∈ {1, 2, . . . , 2n}, gdje unutra²njost
stranice podrazumijeva stranicu bez krajnjih ta£aka (vrhova).
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Rje²enje.

Ukoliko se ta£ka P nalazi na jednoj od dijagonala AiAj, tada PAi i PAj su identi£ne i ne sijeku
unutra²njost nijedne stranice AiAj. Neka P nije na dijagonali. U tom slu£aju, P se mora nalaziti u
jednom od n+1-touglova M1 = A1A2 . . . An+1 i M2 = A1An+1 . . . A2n. Neka je P ∈ M1. Tada nijedna
od n + 1 pravih PAn+1, PAn+2, . . . , PA1, ne sije£e stranice An+1An+2, An+2An+3, . . . , A2nA1, te one
mogu imati presjek samo sa preostalim n − 1 pravih PA2, PA3, . . . , PAn, te na osnovu Dirihleovog
principa, bar jedna od stranica nema presjek niti sa jednom pravom. Analogno za P ∈ M2.
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