PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA
u saradnji s

UDRUZENJEM MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 23. mart/ozZujak 2024. godine

I razred

. Uveca li se neki dvocifreni broj za devetostruku cifru jedinica, dobije se broj 70. Ako se taj
dvocifreni broj umanji za 27, dobije se broj sastavljen od istih cifara. Koji je to broj?

b—c+c—a+a—b a n b n a
a b c b—c c¢c—a a-—0»>

ima cjelobrojnu vrijednost ako je a + b+ ¢ = 0. Koju?

. Dokazati da izraz

. éetverougao ABCD je kvadrat, a £ sredina stranice AD. Odrediti odnos povrsina datog kruga

1 kvadrata.

A B

. Odrediti ¢etverocifreni broj abed koji ispunjava uslove

cda — abe = 297 i a+b+c=23.

. Cetiri prijatelja odlu¢ila su jedne sedmice poéi u 5 bioskopa (kina) svojega grada, u kojima
predstave pocinju u 9, 11, 13, 15, 17, 19 i 21 sat. Na svaku predstavu dva prijatelja isla su u
jedan bioskop, a druga dvojica u drugi bioskop. Kasno navecer se pokazalo da je svaki od njih
bio u 5 bioskopa. Dokazati da u svakom od bioskopa bar na jednoj predstavi tog dana nije bio
niko od prijatelja.
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Svaki tac¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA
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UDRUZENJEM MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA

Takmicenje ucenika srednjih $kola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 25. mart/ozZujak 2024. godine

IT razred

. Dokazati da izraz

Vit Vo rave  vi-o_avs

ima cjelobrojnu vrijednost. Koju?

( 6+ 4v/2 6 — 41/2 )2

. Odrediti a € R tako da rjesenja jednadzbe a(z? — 1) + 4z = 5 budu razli¢iti realni brojevi vedi
od 1.

. Cetverougao ABCD je kvadrat za koji vrijedi da je |AE| = 2, |[EB| = 8 i |AF| = 4. Odrediti
povrSinu JAEGEF.

o
(]

. Naci sve parove cijelih brojeva a i b za koje vrijedi

Ta + 14b = 5a% + 5ab + 5b*.

. Cvorovi beskonacne kvadratne mreZe su obojeni plavom, zelenom i crvenom bojom. Dokazati
da postoje dvije vertikalne i dvije horizontalne linije koje grade pravougaonik ¢ija su sva tjemena
iste boje.
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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ITT razred

. Neka su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da vrijede jednakosti

2cosa+ 6cosb+ Tcosc+ 9cosd =0,
2sina — 6sinb + 7sinc — 9sind = 0.

cos(a + d)
cos(b+ ¢)

Ako je cos(b+ ¢) # 0, dokazati da je vrijednost izraza racionalan broj izmedu 21 3.

Koji je to broj?
. Rijesiti sistem nejednadzbi
z - logy (v + 3z) + log; 9% > 0

2logy 3 — 3logg 45

4 > .
v log, 75 +logg o5 3

. Dat je AABC i tactka D na stranici BC. Neka je oy = £DAB i oy = LCAD. Dokazati da
vrijedi
sin(a; +ap)  sinag | sinag

aD|  JAc| T 1aB[

. Odrediti sve trojke a, b, ¢ prirodnih brojeva za koje vazi 10 4 2° = 2024°.

. Pokazati da je za bilo koje disjunktne podskupove A, B i C skupa {1,2,3,...,3n}, sa istim
brojem elemenata n, mogucée odabrati po jedan broj iz svakog od njih, tako da je jedan broj
medu odabrana tri broja jednak sumi preostala dva odabrana broja.

Steokook sfokook sk sk ok sk koot sk stk stk ok st ko sk fokoskoteoskok stk stk skotokok stk skokok skokokeskoskokokoskokokesk

Svaki tac¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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IV razred

. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 vazi nejednadzba

2041 (2n)! > ((n+ 1))" .

. Neka su a i b realni brojevi ve¢i od 1 takvi da su brojevi log, a, log,,(2a) i logy,(4a) u tom
poretku uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza. Dokazati da su brojevi @ i b jednaki.

. Tacka T je tezidte trougla AABC, a tacka D je sredina stranice BC. Ako je duzina stran-
ice jednakostrani¢nog trougla ABDT jednaka 2cm, odrediti duzine stranica trougla AABC' i
polupre¢nik opisane kruznice oko trougla AABC.

. Odrediti sve ¢lanove niza a,, = 32"~ —2""! koji predstavljaju potpune kvadrate nekog prirodnog
broja.

. Tacka P se nalazi unutar konveksnog 2n-tougla A;, As, ... As,. Pokazati da unutragnjost bar
jedne stranice nema presjek ni sa jednom pravom PA;, i € {1,2,...,2n}, gdje unutrasnjost
stranice podrazumijeva stranicu bez krajnjih tacaka (vrhova).
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Uveca li se neki dvocifreni broj za devetostruku cifru jedinica, dobije se broj 70. Ako
se taj dvocifreni broj umangi za 27, dobije se broj sastaviljen od istih cifara. Koji je to broj?
RjesSenje.

Neka je trazeni broj 10x + y. Prema uvjetima zadatka imamo sistem

(10z 4+ y) + 9y = 70
(10x +y) — 27 =10y +x

10z 4+ 10y =70
9z — 9y =27

r+y="7
rT—y=

r="7T—y
y=2=1x=

Dakle, trazeni broj je 52.

Zadatak 2. Dokazati da izraz

b—c+c—a+a—b a N b n a
a b c b—c c¢c—a a-—2b

ima cjelobrojnu vrijednost ako je a +b+c=0. Koju?

Rjesenje.



b—c+c—a+a—b a N b N a
a b c b—c c¢c—a a-—2b

be(b—c) + ac(c —a) +abla —b) ala—0b)(c—a)+bb—c)la—0b)+c(b—c)(c—a)

abe ' (b——c)(c—a)(a—10)

_ bPe—bc® +ac® —a’c+a’b—ab® a(ac —a® — be+ ab) + b(ab — b* — ac + be) 4 ¢(be — ab — ¢* + ac)
B abc ' (b—c)(c—a)(a—Db)
_ Ve —b* +ac® — a*c+a’b—ab® a’c —a® —abe+ a*b+ ab® — b® — abe 4 Ve + be® — abe — ¢ + ac®
B abc . (bc —ab — c? 4 ac)(a — b)
_ VPe—bc® +ac® — a’c+a’b—ab® a’c+ a’b+ ab® 4 b + b + ac® — (a® 4+ b° + ) — 3abe
B abc ' abc — b%c — a?b + ab? — ac? + bc? + a’c — abe
_ bVPe—b® +ac® —a’c+a’b—ab® aPc+ a’b+ ab® 4 b + b + ac® — (a® 4+ b° + ) — 3abe
B abc ' —(b%c — be? + ac? — a’c + a?b — ab?)
_a’c+a’b+ab® + b + b +ac® — (a® + b + ) — 3abe
B —abc
_a’c+atb 4 ab® + cb® + b + ac® — (a4 b+ ¢)(a® + 2ab + b* — ac — be + ¢*) + 3a®b + 3ab® — 3abe
B —abc
_d’c+a*b+ ab® + cb® + b + ac® + 3a”b + 3ab® — 3abe
B —abc
_ (4a®b + 4ab® + 4abe) + (abe + b?c + bc?) + (a’c + abe + ac®) — abe
B —abc
~ 4abe(a+b+c) +be(a+b+c) +acla+ b+ c) — 9abe
B —abc

—9abc
T —abe )

Zadatak 3. C’etvemugao ABCD je kvadrat, a E sredina stranice AD. Odrediti odnos povrsina

datog kruga t kvadrata.

RjeSenje.



Primjenom Pitagorine teoreme na AC'DE dobijemo da je

a? 5a2  a\/5
E —= 2 _— = _— = —,
ICE] \/a T 1 2

Primjenimo ponovo Pitagorinu teoremu na ACF I da bismo dobili

2
a
FI|=1/r? = —.
[FI| =" =

Ako Pitagorinu teoremu primjenimo na trougao AC'ET imamo da je

|CE|> = |EI* + |CI|?
|CE)? = (|EF|+ |FI|)* + |CIJ?

5a> a? ’ a?
R — 2 _ -
1 r+A/T 1 +4.

I
S|
|
<

= (a—r)?

r?— — =a®— 2ar +r?
5a?
2ar = —
ar 1
5a
2y = —
T
5%
r=—
8



Sada mozemo izra¢inati povrSinu kruga i povrsinu kvadrata.

2502

P, =r’r =

rem TR

PD = CL2

Trazeni odnos povrsina je

250>
P, g1 " 25w
Py a2 64

Zadatak 4. Odrediti cetverocifreni broj abed koji ispunjava uslove

cda — abc = 297 i a+b+c=23.

Rjesenje.
Iz uslova cda — abc = 297 imamo
100¢ + 10d + a — 100a — 10b — ¢ = 297
< 99¢ — 99a 4 10d — 10b = 297
odnosno
99(c —a) 4+ 10(d — b) = 3 - 99.
Dakle, 10(d — b) mora biti djeljivo sa 99, a to je moguce samo ako je d — b = 0, odnosno d = b.
99(c—a)=3-99
Sc—a=3
Sc=34a
Iz drugog uslova izrazimo b kao b = 23 — ¢ — a, te uvrstimo ¢ = 3 + a.
b=23-3—-a—a
& b=20-2a
< b=2(10—a)
Kako je b = 2(10 —a) i b € {0,1,2,...,9}, mora vrijediti da je 10 —a < 4, odnosno a > 6. Zbog
c=a+3ice{0,1,2,...,9}, vrijedi da je a < 6. Dakle, imamo da istovremeno vrijedi a < 6 i

a > 6, odnosno a = 6. Slijedi da jeb=2(10—-6) =8, c=a+3 =91id=>b=_8. Trazeni broj je
6898.

Zadatak 5. Cetiri prijatelja odlucila su jedne sedmice poci u 5 bioskopa (kina) svojega grada, u
kojima predstave pocingu v 9, 11, 13, 15, 17, 19 1 21 sat. Na svaku predstavu dva prijatelja isla su
u jedan bioskop, a druga dvojica u drugi bioskop. Kasno navecer se pokazalo da je svaki od njih bio
u & bioskopa. Dokazati da u svakom od bioskopa bar na jednoj predstavi tog dana nije bio niko od
prijatelja.

RjeSenje. Prijatelji su bili ukupno na 2 -7 = 14 predstava. Da su u jednom bioskopu bili na svih
7 predstava, u ostala 4 bioskopa bi bili na 7 predstava, a to znaci da bi bar u jednom bioskopu bila
samo jedna grupa (na osnovu Dirihleovog principa). Neko od tih prijatelja ne bi bio ni na jednoj
predstavi u tom bioskupu, S$to je suprotno pretpostavci zadatka. Slijedi da ne mozemo imati bioskop
gdje su prisustvovali na svih 7 predstava, Sto je trebalo i pokazati.



IT razred

Zadatak 1. Dokazati da izraz

( 6+4v2 642 )2
V24 V6+4v2  V2— V66— 42

ima cjelobrojnu vrijednost. Koju?

Rjesenje.
I nadin:

Uoc¢imo da vrijedi:

\/6+4x/§=\/4+4\/§+2: (2+x/§>2:|2+\/§|=2+\/§

\/6—4\/5:\/4—4\/§+2:\/<2—\/5)2:\2—\/5\:2—\/5.

Uvrstavanjem dobivenih jednakosti u pocetni izraz odredimo njegovu vrijednost.

( 6+4v2 642 )2 6+4v2_ 6-4v2 )2
V2 V6+4/2 V32— V6—4v2 V242+V2 V2-(2-V2)

2
6+ 44/2 2\/'—2+6—4\/§ 2v/2 +2
22 +2 2/2—-2 2/2—-2 2242

B 12\/§+16—12—8\/§+ 120216 +12-8v2\
(2v2)? — 22 (2v2)? — 22

2
42 +4 42— 4
1 T 1

= (Vi1 eva-1) = ave? =

10



IT nadin:

6+ 4v/2 6-4v2 \ [ 6+4v2 L 6-42 2
ViiVoie V- vo-12) \V2r2+2 V- (2-4R)

2
6+4\/§+6—4\/§
2V/2+2  2/2-2

3422 3—2\/§>2

Vi T v
_(3+2v2\ ) 342v3 3-2v2 (3-2/3)
S\ V2+1 V2+1 V2-1 0\ vV2-1

C9+12v2+38 9-8 9-12v2+38

RN E S B e W

+17+12\/§+17—12\/§

3+2v2 3—2v2

(17 4+ 12v/2)(3 — 2v/2) + (17 — 12v/2)(3 + 2V/2)
(34 2v2)(3 —2v/2)

51 4 3612 — 36v/2 — 48 + 51 — 36v/2 + 36v/2 — 48

=24

=2t 9—8
10206
1
III nadin:
( 6+ 432 6 — 42 )2 ( 6+ 4v/2 6 — 4y/2 )2
VI o1 1vE V2 o—av VIt2ive f—(z—f)
6+4\/_+6—4\/§
2V2+2  2v/2-2
3+2\/'Jr 3_2v32\"
V2+1 0 V21
B+2vD(V2-1)+B-2v2) (V2 +1)
(V2+1)(vV2-1)
<3f 34+4—2v2+3V2+3— 4-2{)
21
:<2\/§>2:8

Zadatak 2. Odrediti a € R tako da rjesenja jednadzbe a(x® — 1) + 4o = 5 budu razliciti realni
brojevi vecéi od 1.

11



Rjesenje.

I nacin

Data jednadzba je ekvivalentna jednadzbi az? + 42 —a — 5 = 0. Kako bi navedena jednadzba imala
dva razli¢ita realna rjeSenja, mora vrijediti

D=1V"—4ac=16 —4a(—a—5)=16+20a+4a>>0 i a#0,

to jest a € (—oo, —4) U (—1,0) U (0, +00). Prema uvjetu zadatka, za rjeSenja x; i xo mora vrijediti
x1y>1ix9g>1,0dnosnot; =21 —1>01ity =29 — 1> 0. Dva realna broja su pozitivha ako su im
i proizvod i zbir pozitivni brojevi.

1. uvjet: t1-t5 >0

(x1—1)-(zg—1) >0

Ty Ty —T1—22+1>0

E—(—9)+1>0
a a

—-a—5 4 —a—5+4+a —1
+-+1= =—>0
a a a

a
Rjesavanjem nejednadzbe dobivamo rjeSenje prvog uvjeta a € (—o0,0).
2. uvijet: t1 +1t2 >0

1 —14+x2—-1>0

b 4 —4-2
Pt ay—2=—m—2=—-—2="""05
a a a

Rjesavanjem nejednadzbe dobijemo rjeSenje drugog uvjeta a € (—2,0).

Konacno rjeSenje je presjek svih uvjeta a € (—1,0).

IT nacin
Data jednadzba je ekvivalentna jednadzbi az?® 4+ 4z — a — 5 = 0. Kako bi navedena jednadzba imala
dva razli¢ita realna rjesenja, mora vrijediti

D=0V"—4ac=16 —4a(—a—5)=16+20a+4a>>0 i a#0,

to jest a € (—oo, —4) U (—1,0) U (0, +00).
Rjesenja 1 i x5 jednadzbe ax? + 42 — a — 5 glase

—44 /16 —4a(—a —5) —4+16+4a®>+20a  —4£2Va?+5a +4
2a B 2a B 2a '

—2++Va?+5a+4
- .
—2++va?+5a+4 —2—+Va?+ba+4

Prema uvjetu zadatka vrijedi x; = >1lixy = > 1.
a a

T12 =

Vrijedi da je ;9 =

12



1. slucaj: a € (—o0,—4) U (—1,0).

-2+ Va2 +5a+4
>1/-a
a
—2—+a*+5 4
a“ +oa + ~1/-a

a
{—2—|— a’+ba+4<a

—2—Va2+ba+4<a

Va2 +ba+4<a+2
a?+5a+4>—a—2
Ako je a € (—o0, —4), vrijedi da je a + 2 < 0 pa prva nejednadzba, a time i cijeli sistem nema
rjesSenja.
Ako je a € (—1,0), nejednakost vVa?+ 5a +4 > —a — 2 uvijek vrijedi pa je rjeSenje sistema
nejednadzbi jednako rjeSenju prve nejednadzbe u sistemu.

Va2+ba+4<a+2/?
a’>+5a+4<a®>+4a+4
a<0

RjeSenje nejednadzbe je a € (—00,0). Uzmemo li u obzir i uvjet a € (—1,0), rjeSenje ovoga
slucaja glasi a € (—1,0).
2. slucaj a € (0, +00).

—2++Va?+5a+4
>1/-a
a
—2—+va*+5a+4

>1/-
a /-

{—2—|— a?+ba+4>a

—2—Va2+5a+4>a

vVa+ba+4>a+2
a?+ba+4<—a—2
Kako je u ovom slucaju a € (0, 4+00), vrijedi da je —a — 2 < 0 pa druga nejednadzba, a time i
cijeli sistem, nema rjesenja.

Kona¢no, jednadzba ima dva rjeSenja veca od 1 kada je a € (—1,0).

Zadatak 3. Cetverougao ABCD je kvadrat za koji vrijedi da je |AE| = 2, |[EB| = 8 i |AF| = 4.
Odrediti povrsinu JAEGF .

13



Rjesenge.

Iz slicnosti trouglova ABCE ~ AEHG slijedi da je

0_8

h
oo B _dn
10 57

Iz slicnosti trouglova NABEF ~ ABGH slijedi da je

410

i
_ 10k _ 5h
V=TT

14



Vrigedi da je x +y = 8.

r+y=238
4h  bh
o 22t g/ 10
5) + 2 /
< 8h + 25h = 80
< 33h = 80
80
S h=—
33
Vrigedi da je
10-4
Prapr = —— =20
2
i
80
b 033 4-80 32
ABGE T Ty T 733 T 33
Sada imamo da je
320 340
AEGF raBF — Papae = 20 =3 e

Zadatak 4. Naci sve parove cijelih brojeva a ¢ b za koje vrijeds

Ta + 14b = 5a% + 5ab + 5b°.

Rjesenge.
Zapisimo jednadzbu kao kvadratnu jednadzbu po nepoznatoj b.

50 + (5a — 14)b + 5a® — 7Ta = 0

Rjesenja ove jednadzbe su

14 — 5a £ /(5a — 14)2 — 20(5a2 — Ta)

b2 = 10
14 — 5a + 196 — 75a?
=4 b1’2 = .

10
o . 9 , _ 196
Da bi rjesenja bila realna, mora vrigeditt 196 — 75a” > 0 odnosno a® < " Dakle,
14 < 14
———<a< ——.
537 7 53

Kako a mora biti cijeli broj, slijedi da je a € {—1,0,1}. Uvrstavanjem ovih vrijednosti u izraz za by o
imamo sljedece slucajeve:

1. Zoa=—-1jeby =31 by #Z.

2. Zaa=0jgeby #7Z 1by=0.

15



3. Zaa=1jeb =21iby#Z.

Dakle, rjesenja jednadzbe su uredeni parovi (—1,3),(0,0), (1,2).

Zadatak 5. Cvorovi beskonacne kvadratne mreze su obojeni plavom, zelenom 1 crvenom bojom.
Dokazati da postoje dvije vertikalne i dvije horizontalne linije koje grade pravougaonik cija su sva
tyjemena iste boje.

Rjesenge.

Kako imamo 3 boje, ponavljanja jedne boje na jednoj horizontalnoj liniji ée se desiti ako uzmemo 4
tacke. Iz tog razloga posmatrajmo 4 proizvolyne vertikalne linije © n proizvolynih horizontalnih linija.
Posmatrajuci tacke koje su presjeci tih vertikalnih @ horizontalnih linija, na svakoj horizontalnoj liniji
imamo bar 2 tacke koje imagju istu boju (Dirihleov princip). Ignorisuéi ponavljanja boja poslije prva
dva sa lijeva, sljedece su moguénosti za ponavljanja (1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4) (tj. prva i
druga tacka, prva i treca tacka...). Imamo ih Sest, ako uzmemo u obzir da imamo tri boje, tada ih
sveukupno imamo 18. Ako uzmemo n = 19 horizontalnih linija i kako imamo 18 opcija, zakljucujemo
na osnovu Dirihleovog principa da dvije horizontalne linije imaju ista (prva) ponavljanja boja. Te
tacke nam daju traZent pravougaonik.

16



IIT razred

Zadatak 1. Neka su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da vrijede jednakosti

2cosa+ 6cosb+ Tcosc+ 9cosd =0,
2sina — 6sinb 4 7sinc — 9sind = 0.

d
Ako je cos(b+ c) # 0, dokazati da je vrijednost izraza % ractonalan broj izmedu 2 1 3. Koji
Ccos c
je to broj?
Rjesenge.
Zapisimo dane jednakosti u obliku
2cosa+ 9cosd = —6cosb — 7 cosc,

2sina — 9sind = 6sinb — Tsinc
i kvadrirajmo th. Dobit éemo

4cos?a + 36 cosacosd—+ 81 cos®d = 36 cos® b+ 84 cosbcos ¢ 4+ 49 cos? ¢,
4sin’a — 36sinasind + 81sin® d = 36 sin” b — 84 sin bsin ¢ + 49 sin’ c.

Zbrajanjem i koristenjem identiteta sin® x + cos*x = 1 (za v = a,b,c,d) dobivamo

44 81 + 36(cosacosd — sinasind) = 36 + 49 + 84(cosbcos ¢ — sinbsin ¢),

& 3(cosacosd —sinasind) = 7(cosbcosc — sinbsin c),

Sto primjenom adicionih formula za kosinus prelazi u

, cos(a+d) 7
d) = b 9. _—
3cos(a+d) = Tcos(b+ c), J cosb ) 3

Zadatak 2. Rijesiti sistem nejednadzbi

z - logy (2 + 3z) + log; 9 > 0

4> .
v log, 75 + logg 55 3

Rjesenge.
Uslov da je prvi logaritam definisan je x* + 3x > 0, odnosno, x € (—oo, —3) U (0, +00).
Prou nejednadzbu moZemo napisati u obliku

z (logy5(2* + 3z) +2) > 0.

Proizvod dva broja je pozitivan ukoliko su oba broja pozitivni ili oba broja negativni, odakle dobijamo
dva sistema sa po dvije nejednadzbe:

(x>0, logys(a®+3z)+2>0) v (z <0, logys(a® +3z)+2<0).
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Nejednadzba se moZe transformisati na sljedeéi nacin

log s(2* +32) +2 >0
& logy5(7* + 3z) > —2,

pa kad se oslobodimo logaritma (zbog 0.5 < 1 mijenja se znak!), dobijamo kvadratnu nejednadzbu
2 4+3x—-4<0,

koja ima rjefenje x € (—4,1). RjeSenje prvog sistema, tj. sistema nejednadzbi (z > 0, log,s(z? +
3z)+2>0), jex e (0,1). Slicno,

logg s(2* +32) +2 <0
& logy5(7* + 3z) < -2,
pa kad se oslobodimo logaritma, dobijamo kvadratnu nejednadzbu
2243z —4>0,

koja ima rjesenje x € (—oo, —4) U (1,400). RjeSenje drugog sistema, tj. sistema nejednadzbi (v <
0, logys(z?+3x) +2<0), jex € (—oc0,—4).
Konacno, spajanjem rjeSenja ova dva sistema dobijamo da je rjeSenje prve logaritamske nejednadzbe

x € (—o0,—4) U (0,1).
Sredivanjem izraza u drugoj nejednadzbi polaznog sistema dobijamo da je

log, 45

2logy 3 — 3logg 45 log, 8

log, 75 + logg 05 3 logy 75 N log, 3
log, 4 log, 0.25

log,9 — 3

9
B log, 9 — log, 45 B 2log, 45

log, 75 log, 3 log, 5
2 2 3
_ log, 2571 _ 4
~ logy25
te se ova nejednadzba svodi na
r+4>-1

i ona 1ma rjesenje x > —5. Ukupno rjesenje dobijamo kao presjek ova dva rjesenja @ definicionog
podrucja x € (—5,—4) U (0,1).

Zadatak 3. Dat je AABC i tacka D na stranici BC. Neka je oy = ADAB i oy = £CAD.

Dokazati da vrijedi
sin(a; +ap)  sinag  sinag

AD|  JAc| T TaB[

Rjesenge.
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B

Neka je LBDA = 5. Tada imamo da je LADC = 180° — § i sind = sin(180° — §). Primjenom

sinusne teoreme 1mamo ) ) ' '
sin oy sin , sinay  sind

BD| _ |AB] ' IDC| _ JAC|

Vrijeds
sinag  sinap  sinag |[BD| | sinay  |DC
|AC| " |AB| ~ |BD| |AC| " |DC| |AB]
_ siné [BD)| N sind  |DC|
|AB| |AC| |AC| |ABj
sin ¢ sin

=~ _(|IBD|+|DC|)= ———— . |B
ATy (8P +100) |BC

~ |ABJ-|AC]
Dalje, primjenom sinusne teoreme imamo

sinff  sind _ sin3  sina

AD| ~ [AB| ' |AC| |BC|

Dakle,

sinay  sinap sin d

ac) " 7as| ~ as-jac] PC
_siné |BC|
~ [AB| JAC]
_sinfg  |BC|
~ |AD] JAC|
_ sing |BC|
~ JAC| 1AD]
__ sina |BC|
- [BC| D]
_ sina sin(a; + ay)
- |AD| |AD]|

Zadatak 4. Odrediti sve trojke a, b, ¢ prirodnih brojeva za koje vazi 10% + 2° = 2024¢.
Rjesenge.
Kad posmatramo jednadzbu po modulu 3 vidimo da ¢ mora biti neparan broj. Naime, ako bi ¢ bio
paran, tj. ¢ =2k, k € N, onda bi vrigedilo
20 =2024%" —10°=2"*-1"=4"-1=1-1=0 (mod 3)

$to nije moguée. Oznacimo L = 10% + 2°, D = 2024°. Razmotrimo sljedece slucajeve:
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a) Neka je a > b. Tada 2°||L i 2°¢||D, te je b = 3c. (Napomena: Oznaka a*||b znaci da a®|b, ali
a**t 4 b.) Sada je L =1+ 8° (mod 9), a D = 8 (mod 9) i kako je L = D, dobijamo 1 = 0
(mod 9) $to je kontradikcija.

b) Nekajea="0. Kakoje L =2%5%+1) i5°+1=1+1=2 (mod 4) to 2°"Y|L. Sa druge strane
23¢||D, te je a + 1 = 3c. Medutim sada je 2024° = 10 4+ 2% < 2-10* < 2-10% = 2 - 1000¢, pa
2024 < (2024

02 <
7¢%= 7000 = \ 1000

) < 2. Owo je kontradikcija.

¢) Neka je a < b. Tada 2°||L i 2%¢||D te je a = 3c. Skraéivanjem jednadzbe sa 23¢ dobijamo
53¢  2b=3¢ = 953¢, odnosno 2°73¢ = 253° — 125°. Sada bi za ¢ > 1 vaZilo

2073 = 253° — 125° = (253 — 125) (253" 4+ 25372 - 1254 - - - + 1257 1) .

Broj u drugoj zagradi na desnoj strani predstavlja zbir neparno mnogo neparnih brojeva (ima
c sabiraka, a c je meparan broj), pa je to meparan broj veéi od 1 koji dijeli 2°73¢. Owo je
kontradikcija.
Za c =1 1mamo

2b=3 — 253 — 125 = 128,

pa vrijedi da je b = 10. Sada za ¢ =1 i b = 10 nalazimo
10 = 2024" — 219 = 2024 — 1024 = 1000,
te imamo da je a = 3.

Zakljucujemo da je jedino rjeSenje jednadzbe (a,b,c) = (3,10,1).

Zadatak 5. Pokazati da je za bilo koje disjunktne podskupove A, B i C skupa {1,2,3,...,3n},
sa istim brojem elemenata n, moguce odabrati po jedan broj iz svakog od njih, tako da je jedan broj
medu odabrana tri broja jednak sumi preostala dva odabrana broja.

Rjesenge.

Uvijek mozemo uzeti da 1 € A. Neka je k € N takav da {1,2,3,...,k — 1} C A i moZemo uzeli
da k € B (k koji je odreden na ovakav nacin je jedinstven). Pretpostavimo da za proizvoljnu trojku
(a,b,c) € Ax BxC ne vrijedi niti a+b=c, a+c=bic+b=a. Zac € C jasno je dac—1 ¢ B, jer
u suprotnom trogka (1,c — 1,¢) ne bi zadovoljavala pretpostavku zadatka. Ako bi vrijedilo c—1 € A
za proizvoljan ¢ € C, kako vrijedi 1 € A, 2 ¢ C, moralo bi biti |A| > |C| (tj. broj elemenata skupa
A je veéi od broja elemenata skupa C') $to je u suprotnosti sa pretpostavkom |A| = |B| = |C| = n.
Dakle, mora postojati takav ¢ € C tako da c —1 ¢ A (barem jedan), a mi éemo pretpostaviti da je
¢ najmangi takav broj. Posmatrajuéi trojke (¢ — k,k,c) i (k—1,¢—k,c— 1), vidimo dac—k ¢ A
ic—k ¢ B, pac—k € C, ali kako je c — k < ¢, mora biti c — k —1 € A. Ali u tom slucaju
(c—k—1,k, c—1) zadovoljava uslov, sto je u kontradikciji sa nasom pretpostavkom. Slijedi da mora
postojati (a,b,c) € Ax Bx C tako dajea+b=cilia+c=0bilia+b=c.
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IV razred

Zadatak 1. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 vaZi nejednadzba
2041 2n)! > ((n+ 1)H".
Rjesenge.
Nejednadzbu dokazujemo matematickom indukcijom.
1. (baza indukcije) Za n = 2 vrigedi 2! - 4! > (31)2, ¢j. 48 > 36, dakle nejednadzba vazi.
2. (induktivna hipoteza) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neko n tj. 21-41-----(2n)! > ((n+1)!)".

3. DokaZimo da vrijedi i za n+1, tj. da vrijedi 2!-4!--- - (2(n+1))! > ((n+2))"*'. Posmatrajmo
lyevu stranu:

2041 ... 2+ 1) =214l ... (2n)! - (2n + 2)!
=2l 4l (2n)!-(2n +2)!
((n+1))m
> ((n 4+ )™ - (20 + 2)!
=((n+1)H)"-2n+2)-2n+1)-2n----- (n+2)- (n+1)!
=((n+1)H"*. (2n+2)-2n+1)-2n-(n+2)

Vv
ovdje imamo ukupno 2n+2-(n+2)+1=n+1 faktora

> (e DY (k2 = (04 2))

Sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 2. Neka su a i b realni brojevi veci od 1 takvi da su brojevi log, a, logy,(2a) i logy,(4a) u
tom poretku uzastopni clanovi aritmetickog niza. Dokazati da su brojevi a ¢ b jednaki.

Rjesenge.

Cingenicu da log, a, logy,(2a) i logy,(4a) ¢ine aritmeticki niz moZemo zapisati kao

logyy,(2a) = - (log, a + logy,(4a)) .

N | —

logy y
log,

Kako vrijedi log, y = , dalje imamo
logy(2a)  logya  log,(4a)
log,(2b)  log,b  log,(4b)
I+logsa logoa 2+logya
1+1log,b  log,b 2+log,b’

Radi jednostavnijeg zapisa wvedimo supstituciju A =log,a, B = log, b. Tada je

1+A4 A 2+4

2 .
1+B B 2+B
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Pomnozimo tu jednakost s B(1+ B)(2 + B) i sredimo.

2B(2+ B)(1+ A) = A(1+ B)(2+ B) + (24 A)B(1 + B),
AB+ 4AB +2B*>+2AB?> =2A+2AB+ AB + AB?> + 2B + 2B%* + AB + AB>.

Konacno dobivamo A = B, tj. logsa =log, b, pa je a = b, sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 3. Tacka T je teZiste trougla NABC, a tacka D je sredina stranice BC. Ako je duZina
stranice jednakostranicnog trougla ANBDT jednaka 2cm, odrediti duZine stranica trougla NABC' i
poluprecnik opisane kruznice oko trougla NABC.

Rjesenge.

Imamo da je |BC| =2-|BD|=2-2cm = 4em, odnosno a = 4em. Kako je T teZiste, slijedi da je

1
7D = S1AD)
< |AD| =3|TD| = 3-2cm = 6cm

Trougao ABDT je jednakostranicni, te vrijedi L BDT = 60°, odnosno L ADC = 120°. Primjenimo
kosinusni teorem na trougao ANBDA.

|AB|?> = |BDJ* + |AD|* = 2 - |BD| - |AD| - cos { BDA
=4+36—-2-2-6-cos60°
1
:40—2-2-6~§:40—12:28
:>c:2ﬁcm

Primjenimo kosinusni teorem na trougao NDCA.

|AC|?> = |DC|? + |AD|> =2 |DC| - |AD| - cos L ADC
=4+4+36—2-2-6-cos120°
=40+ 12 =52
= b=2v13cm

Polupreénik opisane kruznice oko NABC je

R abe .
4P aBc
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Takoder imamo da je
Paape = Paapp + Paapc-

Trouglovi ANABD i AADC' imaju osnovnice jednake duZine, jer je |BD| = |DC|. Visine trouglova
NABD i AADC na navedene osnovice su jednake, pa su im povrsine jednake. Slijedi da je

Prapc =2 - Papca

1
— 2+ CD| - |AD|sin120° = 2. 6? — 6/3em?.

Sada je

abc
R="1p
_4-2V13-2V7
 4-6V3
_2V91 V3
o by

2V/273
9

cm.

Zadatak 4. Odrediti sve clanove niza a, = 3*"~1 — 2"~ koji predstavljaju potpune kvadrate nekog
prirodnog broja.

Rjesenge.
MozZemo neposrednim racunanjem naci a; = 2, as = 25, az = 239. Od ovih brojeva samo je ay = 25
potpuni kvadrat od 5. Za preostale clanove niza je n > 4 1 vrijeds

a. = 32”—1 - 2n—1
=3. 32n72 o 23 . 2n74
=3.9mt_g.2n
=3-8+1)" 1 —8.2"%

Ovo su neparni brojevi koji pri dijeljenju sa 8 daju ostatak 3. Ti brojevi ne mogu biti potpuni kvadrati
jer kvadrat neparnog broja pri dijeljenju sa 8 daje ostatak 1.

(2k + 1) = 4k® + 4k + 1
=4k(k+1)+1
=8t+1 (jer je k(k + 1) djeljiv sa 2)

Prema tome jedino je 2. ¢lan niza as = 25 potpun kvadrat.

Zadatak 5. Tacka P se nalazi unutar konveksnog 2n-tougla Ay, As, ... As,. Pokazati da unutrasn-
jost bar jedne stranice nema presjek ni sa jednom pravom PA;, i € {1,2,...,2n}, gdje unutrasnjost
stranice podrazumijeva stranicu bez krajnjih tacaka (vrhova).
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Rjesenje.

Ukoliko se tacka P nalazi na jednoj od dijagonala A;A;, tada PA; i PA; su identicne i ne sijeku
unutrasnjost nijedne stranice A;A;. Neka P nije na dijagonali. U tom slucaju, P se mora nalaziti u
jednom od n+1-touglova My, = A1As ... Apy1 i My = A1A, 1 ... Aoy Neka je P € My. Tada nijedna
od n+ 1 pravih PA, 1, PA, o, ..., PAi, ne sijece stranice Api1Anio, AnioAnis, ..., As Ay, te one
mogu imati presjek samo sa preostalim n — 1 pravih PAs, PAs, ..., PA,, te na osnovu Dirithleovog
principa, bar jedna od stranica nema presjek niti sa jednom pravom. Analogno za P € M.
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