UDRUZENJE MATEMATICARA
TUZLANSKOG KANTONA

PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA
3 u saradnji s
UDRUZENJEM MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 22. mart/ozZujak 2025. godine

I razred

. Odrediti sve cijele brojeve x za koje izraz z* — 10122 + 100 ima negativnu vrijednost.

. Neka su z,y i z realni brojevi takvi da je zy + yz + xz = 1. Neka je
72 y? 52

:1—|—x2+1—|—y2+1—|—22'

Dokazati da je S < 1 ako su x,y i z istog predznaka.
. Pronaéi sumu svih prirodnih brojeva n za koje vrijedi da (n +2) | (3n® + 9n? + 27n + 81).

. Visina i tezisnica iz tjemena C trougla AABC dijele ugao v na tri jednaka dijela. Odrediti
uglove a i 3.

. Zaim je napisao niz od 100 prirodnih brojeva ¢iji je zbir 198. Da li u tom nizu postoji jedan ili
viSe uzastopnih ¢lanova ¢iji je zbir 997
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
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II razred
1

. Ako je x = 2 + /3, pokazati da je 2? + — = 194.
x

22 -4z +5
(m+1)z2 —3mz +m+8

. Za koje vrijednosti realnog parametra m je funkcija f(x) =

pozitivna za svako z € R?
. Pronadite sve parove prirodnih brojeva (z,y) za koje vrijedi 2% + y* = 2025.

. U trouglu AABC tatke D i E su na stranicama BC i mLespek_tivno. Neka je
|BD| : |DC| =3 :2, |AE| : |[EC| = 3 : 4 i neka se duzi AD i BE sijeku u tacki M. Ako je
povrsina trougla AABC jednaka 1, odrediti povrsinu trougla ABM D.

. Za Cetvorku pozitivnih realnih brojeva (a,b,c,d) formiramo novu ¢etvorku tako da vrijedi
(ab,be, cd, da). Pokazati da ponavljajuéi ovaj postupak proizvoljno mnogo puta nije moguce
dobiti originalnu ¢etvorku (a, b, ¢, d), sa izuzetkom kada je (a,b,c,d) = (1,1,1,1).
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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II1 razred

. U skupu realnih brojeva R rijesiti nejednadzbu

x+1 r—1
%22‘

. Odrediti sva realna rjesenja jednadzbe

2025

log, = - log, z + log, x - logg x + . .. + loggz0s T - 10gy2006 T = 2096

. Naci sve parove razli¢itih prostih brojeva p i ¢ za koje je 5pg — 1 peti stepen cijelog broja.

. Oko kruznice poluprecnika r opisan je trapez ¢iji su uglovi na duzoj osnovici a i 5. Dokazati
da je odnos povrsina trapeza i kruga jednak

2 sina +sin

T sina-sinf’

. Ako cifre 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 zapiSemo na listu papira i taj papir rotiramo za 180°, tada cifre
0,1,8 ostaju nepromijenjene, 6 postaje 9, a 9 postaje 6. Ostale cifre gube svoje znacenje.
Koliko ima 7-cifrenih prirodnih brojeva koji ostaju isti nakon rotacije od 180°7
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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IV razred

. Odrediti broj stranica mnogougla kod kojeg najmanji ugao iznosi 132°, a svaki sljede¢i ugao je
za 2° vedli.

. U skupu realnih brojeva rijesiti nejednadzbu

10g1+sinw(2 + cos Z‘) + 10g2+cosx(1 + sin .I') S 2
. Odrediti sve uredene trojke brojeva (z,y,p), gdje je p prost, a x i y prirodni brojevi za koje
vrijedi p® — 1 = 93,

. U raznostrani¢nom trouglu AABC povucene su tezisnica CT i visina CH na stranicu AB.
Ako su uglovi ZACT i ZHCB jednaki, dokazati da je trougao AABC' pravougli.

. Svaka od 9 pravih dijeli kvadrat na dva ¢etverougla ¢ije su povrsine u razmjeri 2 : 3. Dokazati
da postoje tri prave koje se sijeku u jednoj tacki.
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Odrediti sve cijele brojeve x za koje izraz z* — 10122 4+ 100 ima negativnu vrijednost.

Rjesenje.
Rjesavamo nejednadzbu z* — 10122 + 100 < 0 u skupu cijelih brojeva. Rastavimo na faktore lijevu
stranu nejednadzbe. Imamo

x* — 10122 + 100

&zt — 2% — 10022 + 100

& 2% (2% — 1) — 100(z* — 1)

& (22 — 1)(z* — 100)

& (v —1)(x + 1)(z —10)(z + 10)

AN NN NN
coco o oo

Iz tablice predznaka

—po —10 -1 1 10 +po
r—1 — — — + +
r+1 - - + + +
x — 10 — — — — +
x+ 10 - + + + +
P + - + — +

vidimo da se rjeSenja nalaze u skupu (—10,—1) U (1,10). Cijeli brojevi iz dobijenih intervala su
{-9,-8,—-7,—6,—5,—4,-3,-2,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Zadatak 2. Neka su z,y i z realni brojevi takvi da je xy + yz + xz = 1. Neka je

1.2 yQ 252

Ty it iy

S

Dokazati da je S < 1 ako su x,y @ z istog predznaka.

Rjesenje.

Koristenjem uvjeta xy + yz + 22 = 1, nazivnik 22 + 1 moZemo faktorizirati kao
PHl=24ry+yztaz=zx(x+y) +z(z+y) = (x+y)(z+2).

Analogno je y? + 1= (y+z)(y +2) i 22+ 1= (2 + 2)(z + y). Sada je

2 2
x y z
S —
1—|—q:2+1—0—y2+1+22
22 % 2

= + +
(+y)r+z) (@+y)ly+2) (z+y)(z+2)
_ Pyttt a)+ 2@ty
(z+y)(y +2)(z+2)
B 22y + 222 + 2y + 2y® + 12?4 y2?
22y + 222 + ay? + 2yz + vyz + 292 + 122 + y2?
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22y + 222 + ay? 4 2y? 4+ 222 + y2? + 20yz — 2zyz
22y + 222 + xy? + 2y? + 12?2 + y22 + 2xyz
2xyz
(@+y)y+2)(x+z)
Ako su svi faktori pozitivni, tada je i 2zyz > 01 (x 4+ y)(y + 2z)(x + z) > 0 pa je
2zyz
S=1- <1
(z+y)(y + 2)(x+ 2)

Ako su svi faktori negativni, tada je 2zyz < 0 alii (x +y)(y + 2)(x +2) <0
2xyz

(@ +y)(y+2)(z+2)

> () $to opet povlaci S < 1.

pa je

Zadatak 3. Pronaci sumu svih prirodnih brojeva n za koje vrijedi da (n+2) | (3n3+9n?+27n+81).

RjeSenje.
Uoc¢imo da vrijedi
3n® 4+ 9n% 4+ 27n + 81 = 3n*(n + 3) +27(n + 3) = (n + 3)(3n* + 27).

Kako su n + 2 i n + 3 dva uzastopna prirodna broja imamo da (n + 2) {1 (n + 3), to jest imamo da
(n 4+ 2)|(3n* + 27). Posmatrajmo izraz 3n® + 27. Imamo

3n? 427 = 3(n? +4n+4)—12n— 12427 = 3(n+2)* - 12(n+2) +24+15 = 3(n+2)* - 12(n+2) + 39.

Kako (n+2)|(n+2)? i n+2[12(n+2), mozemo zakljuéiti da (n+2)|39. Faktorizacijom 39 = 1-3-13,
mozemo razlikovati sljedece slucajeve

e n+2|l = np=-1L
e n+213 = ny=1.

o n+2]13 = ny=11.
o n+2039 = ny=3T.

Trazena suma je ny +ng +mng = 1+ 11 + 37 = 49 jer n; ¢ N.

Zadatak 4. Visina 1@ teZisnica iz tjemena C' trougla AABC' dijele ugao v na tri jednaka dijela.
Odrediti uglove o @ 3.

Rjesenje.
Neka je C'D visina trougla AABC na stranicu AB i neka je C'E teziSnica iz tjemena C. Zbog
pretpostavke zadatka vrijedi

/ACD = /DCE = /ECB = % |AE| = |EB| = g

Kako je trougao AADC pravougli, to je

a=90° — —.



Trougao ADEC' je takoder pravougli, pa je

4DEC:9W—{§:a.

Dakle, trougao AAFEC' je jednakokraki, pa je
|AD| = |DE| = £
4
Povucimo okomicu EF iz tacke E na stranicu BC. Trougao AEFC je pravougli, pa je

AOEF:QW—égza.

Prema tome, ADEC = AFCE, pa je
wﬂzz

Trougao AFEB je polovina jednakostrani¢nog trougla, stranice 7, te je

E

NI
=0
NIo

Figure 1

60°

= 30°.
2

8=
S druge strane, za vanjski ugao « trougla AFEBC' vrijedi

a:%+%°
ia=90°— 1, to jest
v =90, = 60°.

Zadatak 5. Zaim je napisao niz od 100 prirodnih brojeva c¢igi je zbir 198. Da li u tom nizu postoji
jedan ili vise uzastopnih ¢lanova ¢igi je zbir 997

RjeSenje.

Posmatrajmo S; = a; +as + ...+ a;, © € {1,99}, gdje je {ay,aq,...aj00} niz brojeva koje je Zaim
zapisao.

Ako je jedan od brojeva S; djeljiv sa 99, iz 0 < S5; < 198 = 2 - 99 slijedi da je S; = 99, pa je
a1, as, .. .,aq; trazeni niz.



Ako nijedan od njih nije djeljiv, ostaci pri dijeljenu S; sa 99 nalaze se u skupu {1,2,...,98}. Imamo
99 brojeva .S; i 98 ostataka. Samim tim na osnovu Dirihleovog principa imamo da za dva ostatka S;
imaju isti ostatak, pa vrijedi

S; =5, (mod 99) = S; — 5; =0 (mod 99)
gdje mozemo uzeti da je 7 < j. Kako je 0 < S; —S; < 2-99 imamo da je
Sj—Si:aHl—i—aHg—l—...—i—aj :99

Sto predstavlja niz trazenih uzastopnih brojeva.



IT razred

1
Zadatak 1. Ako je x = 2+ /3, pokazati da je z* + — = 194.
x

Prvo rjeSenje.
Iz = 2 + /3 imamo da je

1 2-/3
: =2+V3+2-V3=4
2+v3 2—/3

1
TH-—=2+V3+

Sada imamo

22
1 1 1 1
x3 x? x x
1 1 1 1
x4+—=<x3+—)<x+—>—(m2+—)=52~4—14:194.
‘/1/'4 x3 €T 1‘2

Drugo rjesenje.

1 1 2-4/3
T4+ - =243+ : =2+V3+2-V3=4
x 24+4v3 2—-43

2 T
1
l'2+—2 =14 |2
T
4 1
t+2+ — =196
x
4 1
t+— =196 — 2

Zadatak 2. Za koje vrijednosti realnog parametra m je funkcija
x? — 4z +5

flz) = (m 122 —3mz +m+ 8 pozitivna za svako r € R

Rjesenje.

Uvedimo oznake g(z) = 2* —4z+51 h(z) = (m+1)2® —3mz+m+8. Tada imamo da je f(z) = Zix;
x

Za funkciju g(x) vrijedi a = 1 > 0 (a koeficijent uz z?) i D = b* —4ac = (—4)* —4-1-5=—4 < 0, pa
je g(z) > 0, za svako = € R. Stoga, funkcija f(z) ¢e biti pozitivna za svako = € R ako i samo ako je i
funkcija h(z) pozitivna za svako = € R. Odavdje slijedi da za funkciju h(x) moraju biti zadovoljeni
uslovi
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(a) m+1>0,1i
(b) D =b* —4ac = (—3m)* —4(m + 1)(m + 8) < 0.

Iz (a) imamo
m > —1. (1)

Posmatrajmo nejednadzbu (b). Imamo
Im? —4(m* +9m +8) <0, tj.
5m? — 36m — 32 < 0. (2)

Pripadna jednacina, 5m? — 36m — 32 = 0, ima rjeSenja

36+ /362 +20-32 36 +4V121
10 N 10 ’

miyo =
tj. my = g ima= 8. Kako je u nejednadzbi (2) a = 5 > 0, to je rjeSenje nejednadzbe (2)
4
el — -, 8). 3
me ( 5 )

S obzirom na to da moraju biti zadovoljeni uslovi (1) i (3), to je konacno rjeSenje presjek ova dva

4
skupa, tj. m € (— 5’8>'

Zadatak 3. Pronadite sve parove prirodnih brojeva (x,y) za koje vrijedi x* + y* = 2025.

Rjesenje.

Kako je 2025 = 45% = 52 - 92, posmatrajmo djeljivost sa 5 i 9 lijeve strane jednakosti. Za svaki
kvadrat prirodnog broja vrijedi da pri dijeljenju sa 9 moze dati ostatke: 0, 1,4 ili 7, tj.
n?=0,1,4,7 (mod 9). Iz ovog slijedi da i z i y moraju biti djeljivi sa 9. A ostaci kvadrata prirodnog
broja pri dijeljenju sa 5 su: 0,1 1ili 4, tj. n? =0,1,4 (mod 5), te su sad moguca dva slucaja:

1) z iy djeljivisa b

2) jedan od brojeva x i y daje ostatak 1, a drugi daje ostatak 2 pri djeljenju sa 5.

U prvom slucaju, tj. kad sui x iy djeljiviisa 5 isa 9, oni su oblika

x =45k i y = 45, za neke k,[ € N.

Uvrstavanjem u datu jednacinu dobijamo

(45Kk)? + (451)? = 2025 < 45% - (k* + %) = 45* & k? + [* = 1, a ovo nema rjeSenja u skupu N.

U drugom slucaju, kad x daje ostatak 1, a y daje ostatak 2 pri djeljenju sa 5 i oba broja djeljiva sa
9, onda je

x =45k 4+ 36 1 y = 451 + 27, za neke k, [ € Nj.

Najmanji prirodni brojevi tog oblika su 36 i 27, a vrijedi

(36)2 + (27)? = 2025, pa smo nasli rjesenje z = 36, y = 27. U slucaju kad y daje ostatak 1, a = daje
ostatak 2 pri djeljenju sa 5 i oba broja djeljiva sa 9, analogno dobijamo rjesenje y = 36, v = 27.
Jasno je da su ovo i jedina rjeSenja jednacine. Dakle, postoje dva rjesenja (36,27) i (27, 36).
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Zadatak 4. U trouglu NABC tacke D 1 E su na stmn_z'cama_B_C i CA respektivno. Neka je
|BD|: |DC| =3:2, |AE|: |[EC| =3 :4 i neka se duzi AD i BE sijeku u tacki M. Ako je povrsina
trougla ANABC' jednaka 1, odrediti povrsinu trougla ABMD.

Rjesenje.
Vrijedi:
|AE| 3 |BD| 3
|EC| 4 |DC| 2’
pa je

AB| 3 |BC| 1
AC| 77 |AC| T
Kako AABC i ANABFE imaju jednake visine iz tjemena B, to je
Prape _ |AL| _3
PAABC |AO| 7

Slicno, AABC' i AEBC imaju jednake visine iz tjemena B, pa je
PABEC - |EC| - 4

PAABC - |AC‘ N 7

Iz tacke E povucimo paralelu sa AD i neka je N presjecna tacka te paralele sa stranicom BC. Sada

je
|IDN| _ [AE] _ 3
INC| N |EC| g
odnosno

IDN| = Z|NC|.

Osima toga je
|[BN| = |BD| + |DN|,
7
|DC’|:|DN|+|NC|:Z|NC’|.
Vrijedi
3 37 21
BD| =-|DC| == --|NC|=—=—|NC(C|.
BD| = 5IDC| = 5 - £INC| = TINC|
Dakle,
21 3 27
BN|= —|NC|+ -|NC| = —|NC|.
BN| = S INC| + $INC| = ZINC|
Trouglovi ABNFE i ANCF imaju jednake visine iz tjemena FE, pa je

Prapne  |BN| 27

Pance  |NC| 87

to jest
27
PrpNE = gPANCE~
Sada je
4 35
- = Prpece = Papne + Pance = gPANCEy

12



odnosno
32 108

o457 TABNE T 5ie
Trouglovi ABDM i ABNFE imaju jedan zajednicki ugao kod tjemena B, pa im se povrSine odnose
kao proizvodi stranica na zajednickim kracima, to jest vrijedi

Pagpy _ |BD|[BM|
Papne  |BN||BE|

ANCE —

Dakle,
BD|BM| _|BDIBM]| 108

P =———— P = .
ABPM A BN|BE| AP T |BN||BE| 245
Primjenom Talesovog teorema imamo

\BM| |BD| 21

|BE|  |BN| 27

pa je
p 21 21 108 4
ABDM T 97 97 245~ 15
s'll .I'II
Zadatak 5.  Za cetvorku pozitivnih realnih brojeva (a,b,c,d) formiramo novu éetvorku tako da

vrijedi (ab,be, cd, da). Pokazati da ponavljajuéi ovaj postupak proizvoljno mnogo puta nije moguce
dobiti originalnu cetvorku (a,b, c,d), sa izuzetkom kada je (a,b,c,d) = (1,1,1,1).

Rjesenje.

Pretpostavimo da nakon nekoliko koraka dobijemo originalnu ¢etvorku. Neka je s = abed. Kako
je (ab)(be)(cd)(ba) = 2, vidimo da nakon k koraka proizvod Getvorki iznosi s°. Tada za neki k

zbog nase preptostavke mora biti s = s, pa s mora biti 1. Posmatrajmo cetiri puta primijenjeni
postupak sa preptostavkom da je s = abed = 1,

(a,b,c,d) — (ab,be, cd, da) — (ab’c, bc*d, cd®a, da*b)
— (ab’c*d, b’ d*a, cd®a’b, da’b’c) = (b*c?, *d*, d*a®, a*b*)

13



Vidimo da se cetvrta cetvorka sastoji od kvadriranih elemenata druge cetvorke sa promijenjenim
mjestima. To mora da vrijedi i za Sestu, osmu, ...2k-tu ¢etvorku. Samim tim najveéi u 2k-toj
Cetvorci mora biti t2k71, gdje je t najveéi medu brojevima ab, be, cd, da. Kako je po pretpostavci ovim
postupkom dobijamo eventualno istu ¢etvorku, medu brojevima ¢,#%,t* %, ... moZemo imati samo
kona¢no mnogo razli¢itih brojeva, $to je jedino moguée za t = 1. Kako je

1 = a*b*c*d* = (ab)(bc)(cd)(da)iab <t=1,bc<t=1,cd<t=1,da <t=1,
1
mora da vrijedi ab = bc = ¢d = da = 1. Slijedi da je b = —, ¢ = a, d = b. Ako je ovo originalna
a

Cetvorka, druga Cetvorka je (1,1, 1, 1), pa ostale ¢etvorke poslije druge moraju takoder biti (1, 1,1, 1),
odakle slijedia=0=c=d = 1.
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I1T razred

Zadatak 1. U skupu realnih brojeva R rijesiti nejednadzbu
z+1 r—1
ATy
5z _ 3x -

Rjesenje.
Odredimo definiciono podrué¢je. Da ne bismo imali dijeljenje nulom, potrebno je iskljuciti tacku
x = 0. Dakle, x € (—00,0) U (0, +00).

i) Neka je z > 0. Tada je 5 — 3" > 0. Stoga,

3m+1 532—1
ﬁzz & 3457l > 2. (5% - 37)
& g5l >92.57 2.37/ .37
5\° 5\°
& 345 () >2-(2) =2
(5) =2 (5)
5\° 1
& 5> (= 2— -
(5) (=3)

& §>( )
g =
- (5) =)
3) —\3
S <2
ii) Neka je z < 0. . )
R

Tada je (5" =3* <0 A 3 4+5771 > 0) & — < 0. Dakle, lijeva strana postavl-

jene nejednadzbe je manja od nule i kao takva veca ili jednaka od 2, sto naravno nije moguce
pa ovaj slu¢aj nema rjesenja.
Dakle, rjesenje je z € (0, 2].

Napomena: Ovaj slu¢aj se moze rijesiti i mnozenjem nejednadzbe sa 5% — 3% < 0, S§to ce
dovesti do promjene smisla nejedankosti i provodeci postupak analogan prethodnom, dovesti
do zakljucka x > 2, 8to u presjeku sa = < 0, daje prazan skup.

Zadatak 2. Odrediti sva realna rjesenja jednadzbe

2025

log, x - log, © 4+ log, = - logs  + . .. + 10892025 T - 10gg2026 T = 2096
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Rjesenje.
Definiciono podrudje je x > 0. Uoc¢imo:

logoz  logyx 1 9 1 1 9
1 n ° 1 n — . = 1 — - 1 .
O82n &+ 08zni1 T log, 2" logy 27+t n(n + 1)( o8, 7) n n+1 (log, )
Sada je
1 1+1 1+1 1+ i 1 1 ( )2_2025
22 373 1" 2025 2026) O T 2026
1 , 2025
1———) (1 = —
< < 2026) (log2 2)" = 5026
2025 9 2025
by | - e
< 2026 1°822)" = 3036
& (logy7)? =1
S logyr =1Vieg,r = —1
1
Dakle, rjesenja su x = 2 ili x = 3
Napomena: Zadatak se moze rijesiti i ako se sve svede na bazu 10:
logx logx logx logx log? x

1 -1 = = =
CB2 %1 0BT log2 log4 log2 log2? 2log*2
logz logz  logz logx log? z

1 -1 = . = ) —
08471088 % log4 log8 log?2? log23 6log?2

odnosno
1 | log® =
0852025 T * 10€52026 T = .
Bazoas b 0820 b s 2026 log? 2
Sada je
log” x L1 1 2025
log?2 \2 6 20252026/ 2026
log”z (1 L 1 2025
log?2 \1-2  2-3 77 2025-2026/) 2026
Uocimo
1 1 1
n-(n+1) n n+l
pa imamo
log” x LN S SN S S 1\ 2025
log? 2 2 2 3 3 4 772025 2026/ 2026
2

log=x 2025 2025
&= =
log®2 2026 2026

& log?x = log? 2
< |log x| =log2
& logx = £ log 2
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odakle imamo x =2 ili x = —

Zadatak 3. Naci sve parove razlicitith prostih brojeva p v q za koje je bpg — 1 peti stepen cijelog
broja.

Rjesenje.
Neka je 5pg — 1 = 25, gdje je z € N. Tada je
Spg=2"+1=(x+1)(z* —2* + 2% -z +1). (%)
Pokazimo da vrijedi ° = z (mod 5).
i) =1 (mod 5) tada je 1° =1 (mod 5)
i) =2 (mod 5) tada je 2° =32 =2 (mod 5)
iii) * =3 (mod 5) tada je 3° = 243 = 3 (mod 5)
iv) z =4 (mod 5) tada je 4> = (—1)° = —1 (mod 5)
) =0 (mod 5) tada je 0° =0 (mod 5)

To jest vrijedi #° = x (mod 5), a iz prethodne jednakosti i 2% + 1 =0 (mod 5), pa je
r = —1 (mod 5). Sada je ' — 2% + 2> — 2+ 1 =0 (mod 5), pa 25 | 2% + 1, odnosno 5 | pg. Kako
su p i ¢ prosti brojevi, zaklju¢ujemo da je jedan od njih jednak 5, npr. p = 5. Jednacina (*) sada
postaje

25¢ = (v + 1)(a* — 2® + 2% — . + 1).

Kako 5 |z + 1 to je x + 1 > 5 iz Cega slijedi da je 2t — 2 + 22 — 2+ 1> 5 pa iz

r+1 =P+ —a+1
) ) ’

q:

zakljucujemo da je z+1 = 5, a samim tim ¢ = 41. Jedina reSenja su parovi (p, q) € {(5,41), (41,5)}.
Napomena: Po Maloj Fermaovoj teoremi je z° = z (mod 5).

Zadatak 4. Oko kruznice poluprecnika r opisan je trapez ¢iji su uglovi na duZoj osnovici o i 3.
Dokazati da je odnos povrsina trapeza i kruga jednak

2 sina+sin

T sina-sinf

Rjesenje.
S obzirom na pretpostavke zadatka, jasno je da je h = 2r, pri ¢emu je h visina trapeza opisanog oko
kruznice k polupre¢nika r.Uo¢imo pravougle trouglove AADD i AC,BC'. Vrijedi:

. h h 2r
sima=—- = d= — = -,
d sinae  sino

h h 2r
= — = d= = .
sin = b sinff  sinpf

17



oY s
A D, a Do B

Kako je ¢etverougao ABC D tangentni, to vrijedi
a+c=b+d.

[zracunajmo povrsine trapeza i kruga i nadimo njihov odnos. Kako je

(a+c)h  (b+d)h 2r 2r \ h
Ptrapeza = 9 = 9 = 5
1

_ 9 1 n 1 2r_22 1 n
- sinf sina) 2 " sinf  sina/)’

.2
Pkruga =rm,

— =
sinff  sina

to je

2 1 1
-Ptrapeza 2r (sinﬁ + sina)

= 5 ,
Pkruga rem

Pauga 7 \sinf  sina /)’

odnosno

Zadatak 5. Ako cifre 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 zapisemo na listu papira i taj papir rotiramo za 180°,
tada cifre 0,1,8 ostaju nepromijenjene, 6 postaje 9, a 9 postaje 6. Ostale cifre gube svoje znacenje.
Koliko ima 7-cifrenih prirodnih brojeva koji ostaju isti nakon rotacije od 180° ¢

Rjesenje.

Da bi 7-cifreni broj ¢1¢a¢3¢4¢5¢6¢; ostao nepromijenjen nakon rotacije mora biti ¢; € {1,6,8,9},
cs € {0,1,8}, ¢o,¢c3 € {0,1,6,8,9}, a ¢s, ¢g, ¢7 su odredeni pomocu cg, ¢, ¢;. Slijedi da ih mora biti
4-5-5-3=300.
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IV razred

Zadatak 1. Odrediti broj stranica mnogougla kod kojeg najmangi ugao iznosi 132°, a svaki sljedeci
ugao je za 2° veci.

Rjesenje.

Mjere uglova ¢ine aritmeticki niz kojemu je a; = 132,d = 2.

Zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza je

S=%2a;+(n—1)d) =5(2-132+ (n—1)2) = n(131 +n).

Zbir svih uglova u mnogougla koji ima n stranica je S = (n — 2) - 180.

Tada iz n(131 +n) = (n — 2)180, slijedi n* — 49n + 360 = 0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe sun; = 9, ny, = 40. Dakle, mnogougao moze imati 9 ili 40 stranica.
U mnogouglu s 40 stranica ¢e zbog uvjeta zadatka jedan ugao biti 180° (ags = a1 +24d = 132+ 48 =
180), pa takav mnogougao nije rjeSenje. Trazeni mnogougao ima 9 stranica.

Zadatak 2. U skupu realnih brojeva rijesiti nejednadzbu

10g1+sinx(2 + cos ZL‘) + 10g2+cosx(1 + sin JT) S 2.

Rjesenje.

Odredimo prvo podruéje dozvoljenih vrijednosti (definiciono podrudje i uvjete za bazu).
24+cosz >0 VreR,

l1+sinz >0 VzeR#242kn, (keZ),

l+sinz#1&sine #£0s x#£kn, (keZ),

24cosx#1 s cose # -1 x#n+2kn, (k€Z).

Dakle, z # {3F + 2km, kr}, (k € Z).

Neka je log, g n,(2 + cosx) = y. Onda je logy, os,(1 +sinz) = i, pa slijedi
1
Y+, =2
<:> 92—2y+1 < O
.=

= (y71)2 S O
Yy

=y=1 V y<0.
Dakle, log; ., (2 + cosz) =1 ili log;, g, ,(2 + cosz) < 0.

1.) log gny(2+cosz) =12+ cosz=1+sinx
sinx —cosz =1/ - \/75

@sinx— %icosa:: ‘/75
sinwcos § — cosxsinf = ‘/75
: T\ __ \/i

SID(ZIZ'— Z) =5

pa imamo dvije moguénosti:
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i)z -5 =5+2kn=2=75+2krec DP.

3

i) o — § = ?jf + 2km = x = 7 + 2k ali to ne pripada D.P.

2) logl—i-sinac(z + cos l’) <0< 10g1+sinx(2 + cos x) < logl—i-sinac 1
Razlikujemo slucajeve kada je baza manja, odnosno veca od 1:

i) 1+sinz <1< sine <0<z € (74 2km, 2w + 2kw), ali uzevsi u obzir uvjete iz defini-
cionog podrucja, dobijamo x € (7r + 2k, 33” + 2k7r) U (37” + 2k, 2 + ka). Sada je:
2+cosx >1
cosx > —1 §to je tacno za svako x # w+2k7w. Prema tome, rjeSenje je z € (7r + 2km, 3?” + 2k7r)U
(37” + 2k, 21 + 2k7r).

ii) 14+sinx > 1< sine >0« v € (0+ 2km, 7+ 2kw). Sada je:
2+cosxr <1
cosx < —1 $to nije zadovoljeno nikad.

Dakle, rjeSenje nejednadzbe je x € (w + 2k, 32 + 2km) U (2 + 2k, 27 + 2km) U{Z + 2k7}, (k € Z).

Zadatak 3. Odrediti sve uredene trojke brojeva (x,y,p), gdje je p prost, a x iy prirodni brojevi za
koje vrijedi p* — 1 = 1.

Rjesenje.

Jednac¢inu mozemo napisati u sljedec¢em obliku:

p" =132+ 1= (y+1)(y* —y+ 1). Ova jednakost ¢e biti zadovoljena ako je svaki od izraza y + 1 i
y? — y + 1 potencija broja p. Prema tome, postoje a,b € Ny takvida y +1=p*iy? —y+ 1= p’.
Uvrstimo li y = p* — 1 u drugu jednacinu, dobijamo

P =1 =" - +1=p e p*-3p"+3=p" &

" —p* +3p" = 3. (4)

Svi izrazi na lijevoj strani jednacine (4) su djeljivi sa manjim od brojeva p® i p’, pa zato i 3 mora
biti djeljiv tim brojem. Ovo je jedino moguée ako je manji od brojeva a i b jednak 0 ili 1, $to nas
vodi na sljedece slucajeve:

1. Akojea=0ondajey=p*—1=1—1=0, a to nije prirodan broj.

2. Ako je b =0 onda je
V—y+l=p=yly—-1)=0=>y=0Vvy=1
Jedini prirodan broj je y = 1 i tada je
Pr=y+l=1+1=2=2'=p=2.

Dalje nalazimo
2 —1=13=22=2=12=1.
Tako smo nasli jedno rjesenje (z,y,p) = (1,1,2).

3. Akojea=11b>1, tada iz (4) slijedi
p® — p? + 3p = 3 pa mora vrijediti p|3 (jer je b > 1).
Ovo je moguce samo za p = 3. Dalje nalazimo:
y+1=3'=y=2
F-1=28=3=9=1=2.
Time smo dobili rjesenje (z,y,p) = (2,2, 3).
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4. Ako je b=11a > 1, tada na isti nacin kao u prethodnom sluc¢aju, dobijamo da je p = 3, pa je
y> —y +1 = 3. Jedino prirodno rjeSenje je y = 2 a to nas vodi do veé¢ nadenog rjesenja
(,y.p) = (2,2,3).

Dakle sva rjesenja za (z,y,p) su (1,1,2) i (2,2, 3).
Zadatak 4. U raznostranicnom trouglu AABC povucene su tezisnica CT i visina CH na stranicu
AB. Ako su uglovi ZACT i ZHCB jednaki, dokazati da je trougao ANABC pravougli.
Prvo rjesenje. L L
Neka je o« = LZACT = ZHCBip=/TCH ineka je CT =tiCH = h.
Iz pravouglih trouglova AAHC, ATHC i AHBC zaklju¢ujemo da vrijedi
|AH| = h-tan(a+ ), |TH|=h-tanf, |BH|=h-tana.

Kako je |AT| = |TB|i |AH| — |TH| = |BH| + |TH|, to vrijedi

tan(a + ) — tan § = tan «a + tan 3,
to jest

tan a + tan 8

=1t 2t .
1 —tanatan 8 ana +2tan 5

Nakon sredivanja posljednjeg izraza imamo
tan f — tan®atan B — 2tanatan® 8 = 0,

odnosno
tan 3(1 — tan® a — 2tan atan 3) = 0.

Kako je tan § # 0, jer ne moze biti 8 = 0, to iz posljednje jednakosti nakon dijeljenja sa tan # imamo
1 —tan?a — 2tanatan = 0.

Vrijedi

l—tan’a 1

2tana  tan2a’

tan 8 =
pa je tan f = cot 2a = tan(90° — 2a) i
B=90°—2a < 20+ 8 =90°

Zaklju¢ujemo da je trougao AABC' pravougli, jer je ZACB = 2a + = 90°.

Drugo rjesenje.

Neka je « = ZACT = ZHCB i3 = ZTCH ineka je CT =t i CH = h. Ako primijenimo sinusni
teorem na trouglove AATC i AT BD dobijamo

5 t
sina sin(90° — a — f3)

5 t

sin(a + ) sin(90° — a)’
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ol
t] |h
A < T H B
Figure 2
odnosno ' '
5 sina sin(a+f)
t  cos(a+B)  cosa
to jest

sina cos a = sin(a + ) cos(a + f).

Dakle, dolazimo do trigonometrijske jednacine
sin 20 = sin(2a + 23)
¢ija su rjeSenja us uslov 0 < a < 90°, 0 < a + < 180°, data sa
200 = 20 4 23,
2a0 = 180° — (2 + 203).
Iz prve jednakosti dobijamo da je 8 = 0 $to ne moze biti rjeSenje, dok iz druge jednakosti slijedi

20+ B =90° = LACB,

pa je trougao AABC pravougli.

Zadatak 5. Svaka od 9 pravih dijeli kvadrat na dva cetverougla cije su povrsine u razmgeri 2 : 3.
Dokazati da postoje tri prave koje se sijeku u jednoj tacks.

Rjesenje.

Svaka od pravih ne moze sje¢i dvije susjedne stranice kvadrata, jer u tom slu¢aju imamo da prava
dijeli kvadrat na jedan trougao i jedan petougao. Ako prava prolazi kroz vrhove kvadrata, tada ili
kvadrat uopste nije podijeljen na dijelove ili dijeli kvdrat na dva trougla. Dakle, prave moraju sjeci
nesusjedne stranice.
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Bez gubitka opstosti, neka jedna od njih sijece stranice BC' i AD u tactkama M i N respektivno.
Cetverouglovi ABMN i CDN M su trapezi sa jednakim visinama, pa njihove povrsine moraju biti
u istom odnosu kao i njihove srednje linije. Samim tim M N mora sjec¢i srednju liniju kvadrata u
odnosu 2 : 3. Postoje samo dvije tacke na srednjoj liniji koji je dijele u odnosu 2 : 3. Ovo bi vrijedilo
i za prave koje sijeku kvadrat kroz stranice AB i C'D, to nam daje jo§ dvije tacke kroz koje prava
mora da prolazi. Kako imamo 9 pravih, a svaka od njih mora prolaziti kroz jednu od ovih cetiri
tacke, na osnovu Dirihleovog principa, postoji tacka kroz koju prolaze bar tri prave, Sto je trebalo
dokazati.
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